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Resumen y Abstract IX 
 
Resumen 
Este trabajo presenta la aproximación por el método libre de malla de Smoothed Particle 
Hydrodynamics (SPH) para el modelamiento de la formación de la viruta en el proceso 
de maquinado ortogonal de metales. Se aborda el problema considerando el maquinado 
como un proceso con altas deformaciones y para modelarlo se emplean las ecuaciones 
de conservación discretizadas por SPH para masa, momento y energía, bajo los 
principios de la mecánica de solidos para un modelo elástico-plástico perfecto. Se utilizó 
el modelo de Johnson y Cook para la determinación del régimen plástico. En el 
desarrollo del trabajo se muestran los principios básicos de la formación de la viruta, la 
implementación del método SPH, se explica el modelo de maquinado utilizado y su  
comparación con datos experimentales y con otros modelos. El modelo de maquinado 
desarrollado con SPH muestra un comportamiento realista de la morfología de la viruta 
en los momentos iniciales de formación de la misma y en la temperatura en la zona 
principal de cizallamiento. 
    
Palabras clave: Maquinado Ortogonal de Metales, Mecánica computacional, Modelos de 
Altas deformaciones, Smoothed Particle Hydrodynamics Method.  
X Aportes al modelado de la  formación de la viruta en el proceso de maquinado 
ortogonal de materiales metálicos 
 
Abstract 
This paper presents the approximation by the mesh-free method Smoothed Particle 
Hydrodynamics (SPH) for modeling the orthogonal metal machining process for the chip 
formation. An approach to the problem considering the machining process as a high 
strain process is done, in which are used the conservation equations discretized by SPH 
for mass, momentum and energy, and additionally the principles of solid mechanics for an 
elastic-plastic model, employing the Johnson and Cook model for determining the plastic 
regime. In this way are shown the basics of chip formation, SPH implementation, 
presentation of machining model and its comparison with other models and experimental 
data. The SPH model shows an adequate machining behavior of the chip morphology on 
the initial forming moments and temperature in the primary shear zone. 
 
Keywords: Orthogonal metal machining process, Computational Mechanical, High Strain 
model, Smoothed Particle Hydrodynamics Method.   
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 Introducción 
El proceso de maquinado es uno de los métodos de fabricación más utilizados en la 
industria gracias a su amplia aplicación en metales y aleaciones [1], [2]. Para llevar a 
cabo la planeación de los procesos de maquinado es fundamental tener en cuenta los 
aspectos más relevantes de la pieza y la herramienta como son:  
 La vida de la herramienta. 
 La exactitud e integridad de la superficie de los componentes a mecanizar. 
 La dirección de salida, tamaño y geometría de las virutas. 
 Las cargas sobre la herramienta, la pieza de trabajo y los accesorios [3].  
Sin embargo, para la descripción de estos aspectos, se requiere de datos exactos para 
reducir costos y aumentar la confiabilidad del proceso. Una dificultad para contar con 
información de los procesos de maquinado es su costo y complejidad en términos de 
tiempo, material y procedimientos [4], [5]. Por esta razón actualmente se investiga 
activamente el desarrollo de modelos para analizar el proceso y encontrar mejores 
condiciones de operación de las variables controlables del proceso [6]. Las razones 
principales que motivan el desarrollo de modelos para maquinado son: 
 Predicción de parámetros de procesamiento importantes como la fuerza de corte 
(dirección y magnitud), tasa de generación de calor, consumo de energía, y 
vibraciones [7]. 
 Desarrollo de herramientas efectivas para la planeación del proceso para mejorar 
el diseño, confiabilidad y operatividad de las máquinas herramientas [8]. 
Específicamente las técnicas de modelado por método de elementos finitos [9] y métodos 
sin malla [10], han presentado resultados promisorios [6], [11]. Pero se requiere más 
trabajo de investigación para mejorar la capacidad de estos modelos para representar el 
proceso físico real de la formación de la viruta [12], [13]. 
Por lo tanto la investigación del modelado del proceso de maquinado de metales tiene 
una gran vigencia, sustentada en la necesidad de una mayor comprensión del proceso y 
los fenómenos que lo involucran. Para este trabajo se estudia el fenómeno de formación 
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de viruta de metales como un  problema que presenta muy altas deformaciones plásticas 
a muy altas temperaturas. Usando los principios de resistencia de material [14] y las 
ecuaciones de la mecánica de los medios continuos [15].  
Para el desarrollo de este trabajo se realiza un trabajo previo por el método de elementos 
finitos (MEF) y el software comercial ANSYS FLOTRAN, el cual se detalla en la sección 
5.1 y en el Anexo C, el cual buscaba dar un vistazo previo para el análisis del uso de 
ecuaciones de continuidad en la formación de viruta, considerando el material de trabajo 
un fluido muy viscoso que choca contra una superficie completamente rígida la cual hace 
de herramienta de corte. Este trabajo sirvió para mostrar que si es posible modelar viruta 
empleando las ecuaciones de continuidad de una manera muy cualitativa. Sin embargo al 
usar un software comercial, el pos-procesamiento era demasiado rígido y el análisis de 
variables como deformación, temperatura y deformación no era el adecuado, además el 
marco Eureliano en el que se realizaba el modelo no era el mas adecuado para modelar 
un régimen elástico-plástico de conformación de materiales [16]. 
Por este motivo, este trabajo se centra particularmente en el desarrollo de un código 
propio, por medio del lenguaje FORTRAN. De igual forma para la aproximación de las 
ecuaciones de continuidad masa, momento y energía [17], se emplea el método libre de 
malla Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) [18], [19]. El cual es una interpolación 
teórica libre de malla, de las leyes conservativas expresadas en las ecuaciones 
diferenciales parciales [20]. Las cuales son transformadas en ecuaciones integrales a 
través del uso de una función interpolación que se da por medio de un Kernel que 
estimara el campo de variables en un punto [21], [22]. Este método presenta buen 
comportamiento en procesos de alta deformación de materiales metálicos en 
comparación a datos experimentales y otros métodos, mostrados en trabajos 
presentados por Libersky y Petschek [23], [24], Randles [21], Benz [25], Monaghan y 
Gray [26] y, Johnson y Beissel [27]. En la cual procesos como fractura [28], altos 
desplazamientos del material por deformación plástica [29] y contacto entre materiales 
[30] suceden casi de manera natural. Además de ser ya implementado y mostrar un 
potencial en el modelado de procesos de conformado de metales [31] como forja [32] y 
fundición [33]. Para el caso de la implementación de SPH en proceso de maquinado, 
destacan principalmente los trabajos realizados por Limido de 2006 a 2011 [34–36], los 
cuales son simulaciones desarrolladas enteramente por el software LS-DYNA y se 
centran mas en la aplicación que en la justificación del modelo. 
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De esta manera el trabajo se divide de la siguiente forma. En primera parte se presenta 
una sección de justificación y antecedentes, la cual es una revisión bibliográfica sobre los 
precedentes e importancia del estudio y modelado del fenómeno de formación de viruta. 
Después se muestran los objetivos, para seguir con una introducción al método e 
implementación de Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH). Posteriormente se muestra 
el desarrollo del modelo de mecánica de solidos aplicado a SPH, el cual presenta la 
implementación y validación de un modelo perfectamente plástico para altas 
deformaciones. Y se realiza la presentación del modelo, verificación y  simulación del 
proceso de maquinado ortogonal de metales. Terminando con conclusiones y discusión 
del trabajo realizado.  
En éste trabajo se desarrolla un modelo por el método de SPH que implementa principios 
de mecánica de los medios continuos, teoría clásica de elasticidad y plasticidad, aplicado 
para la simulación del proceso de formación de la viruta en maquinado ortogonal en dos 
dimensiones. El estudio se enfocó en las llamadas regiones de cizallamiento, de gran 
importancia en el estudio científico del maquinado [1], [4], [37], analizando la morfología 
inicial de la viruta, la distribución de temperatura, los esfuerzos y la deformación del 
material de trabajo. 
  
 
1 Justificación y antecedentes 
El maquinado es uno de los métodos de fabricación más importantes en la industria, 
gracias a que casi todos los materiales metálicos pueden procesarse por maquinado, y a 
que solo con este proceso se logran estrechas tolerancias de fabricación y muy bajas 
rugosidades [1], [37]. 
Una dificultad en estudios sobre el proceso de maquinado es la obtención de datos 
experimentales, que es muy costosa y compleja en términos de tiempo, material y 
procesamiento [4], [5]. Por esta razón es muy importante el desarrollo de modelos 
matemáticos precisos para el análisis del proceso y para optimizar las condiciones de 
operación [38], [39].  
 El desarrollo de modelos matemáticos para la descripción de los aspectos más 
relevantes de maquinado, comenzó con la publicación de Tresca en 1878 [3] donde 
muestra la imagen del proceso de corte de metales que se puede observar en la Figura 
1-1(a), donde es considerado un fenómeno de plasticidad y se propone que las elevadas 
deformaciones del proceso producen calentamiento (Childs 2000 [3]). Tres años 
después, Lord Rayleigh presenta a la “Royal Society of London” un articulo realizado por 
Mallock (1881-1882) [3]. Este estudio resultó de observar la formación de viruta en 
materiales ferrosos y no ferrosos utilizando un microscopio de cinco aumentos. Mallock 
muestra en este trabajo que la formación de la viruta ocurre por el cizallado del metal, 
como se observa en la Figura 1-1 (b). Mallock afirma que la fricción entre la viruta y la 
herramienta es determinante en la formación de la viruta, y propone que la resistencia al 
corte de los materiales es directamente proporcional a los esfuerzos normales en la 
región de cizallamiento. Está propuesta en la práctica da pobres resultados pero sus 
postulados son muy similares a los realizados muy posteriormente por Merchant [3]. Los 
trabajos de Tresca y Mallock introducen dos importantes elementos de la teoría de 
maquinado de metales, que son la plasticidad en el proceso y la importancia de la fricción 
en la interacción entre viruta y herramienta [3], además Tresca se refiere también a la 
importancia del calentamiento por deformación plástica en el proceso. Posteriormente el 
calentamiento es introducido como criterio fundamental en la vida de la herramienta y los 
desarrollos se centran en la optimización de la maquinabilidad de los materiales con 
respecto a la duración de las herramientas de corte [40]. En 1907 se publica la conocida 
ecuación empírica de vida de la herramienta de Taylor [41]. 
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Figura 1-1. Primeras observaciones de la formación de viruta, por (a) Tresca (1878) y (b) 
Mallock (1881-82) (Tomado y modificado de [3]). 
 
Cuarenta años después, vuelve a tomar importancia la comprensión del mecanismo de 
formación de la viruta debido al auge tecnológico creado por la segunda guerra mundial y 
al interés sobre el comportamiento de los materiales bajo deformación plástica. Ernst y 
Merchant (1941)[42], Merchant en solitario (1944) [43] y Lee y Shaffer (1951) [41] 
muestran modelos que describen la formación de la viruta simplificando la zona de 
cizallamiento a un plano, cuyo ángulo de posición depende del ángulo de ataque de la 
herramienta, del ángulo de fricción en la interacción herramienta viruta e ignorando 
cualquier efecto del endurecimiento del material de trabajo [3], [41]. En 1963 Oxley [44] 
presenta un modelo que introduce el endurecimiento del material de trabajo. Estos 
trabajos básicos aportaron los fundamentos para los modelos de análisis de procesos de 
maquinado, por más de cinco décadas [41].  
Los desarrollos posteriores incluyen avances en diseño de experimentos y regresiones 
estadísticas [45], análisis numérico [46] por ejemplo con el método de elementos finitos 
[9] y métodos sin malla [10], modelos empíricos y técnicas computacionales basadas en 
computación flexible, como lógica difusa y redes neuronales [47], [48]. 
1.1 Simulación de maquinado con métodos con malla  
Los métodos numéricos basados en mallas [46] tales como los métodos de diferencias 
finitas,  métodos de volúmenes finitos y métodos de elementos finitos, han sido 
ampliamente aplicados en varias áreas de dinámica de fluidos y mecánica de sólidos 
[49]. Entre los procesos numéricos, los métodos con malla en particular el método de 
elementos finitos (MEF) es el más frecuentemente aplicado en maquinado [50–52]. El 
primer antecedente conocido es del año 1971 por Zienkiewics y Kakino [49] (ver Figura 
1-1), quienes presentaron un modelo básico de flujo de material con forma de viruta 
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predefinida. Posteriormente Shirakashi y Usui (1976) [3] desarrollaron un modelo que 
realiza cambios en la forma de la viruta. Para ello utilizaron modelos en el tiempo y  un 
modelo de la fricción entre la viruta y la herramienta. Además, en este mismo trabajo se 
involucra la distribución de temperatura y la variación de los esfuerzos en función de la 
deformación. 
Strenkowski y Carroll en 1985 [53] son los primeros en integrar a la formación de viruta, 
la separación de esta de la pieza de trabajo. La formación de viruta fue lograda por varios 
autores que usaron criterios predefinidos de separación de la viruta [54], mecanismos de 
fractura [55], técnicas MEF de re-enmallado [56] y eliminación de elementos [6], [57], 
aplicada en modelos complejos para operaciones de torneado [57], [58], taladrado [59] y 
fresado [60], [61].  
Entre las técnicas de elementos finitos para el proceso de formación de viruta se han 
empleando enfoques tales como el Lagrangiano, Euleriano y formulaciones mixtas como 
la ALE (arbitrary Lagrangian-Eurelian) [2], [13]. En la actualidad el desarrollo de MEF 
para el análisis del proceso maquinado ha tenido un importante auge debido a los 
avances en capacidad de cómputo y a la disponibilidad de códigos comerciales 
orientados a este problema [62]. Sin duda MEF es el método numérico mas ampliamente 
usado en el estudio de maquinado en metales [12], [63]. 
Desafortunadamente las investigaciones en simulación de maquinado por MEF se han 
preocupado más de la aplicación de los métodos que por el desarrollo adecuado de los 
modelos del proceso de maquinado [2], [7], [39].  
1.2 Aplicación de SPH en altas deformaciones y en 
procesos de maquinado 
A pesar de su gran éxito, los métodos basados en malla, presentan dificultades en 
algunos aspectos, los cuales limitan su aplicación en varios tipos de problemas 
complejos [64]. Las mayores dificultades son resultado del uso de mallas, las cuales 
siempre deberán asegurar, en su aplicación numérica, que su estado de continuidad y de 
condiciones espaciales cumpla las mismas condiciones de compatibilidad y de 
continuidad que el fenómeno físico a estudiar [18]. De ahí, el empleo de mallas puede 
llevar a varias dificultades en relación a problemas con superficies libres, fronteras 
deformables, interfaces móviles, deformaciones extremadamente grandes y propagación 
Justificación y antecedentes 7
 
de grietas [18], [22], [28]. Además de la dificultad en tiempo y costo computacional para 
generar un mallado de calidad para geometrías complejas [65], [66]. 
En la Actualidad se han desarrollado nuevas implementaciones numéricas siendo una de 
las más prometedoras la basada en métodos libres de malla [10], [11], [67], [68], en 
particular para la simulación de maquinado el uso de los métodos de Smoothed Particle 
Hydrodynamics (SPH) [34], [36], [69] y Molecular Dynamics (MD) [70–72]. El método de 
SPH el mas ampliamente aplicado en temas de mecánica de solidos, altas 
deformaciones y procesos de maquinado [21], [65], [73], [74], mientras MD es orientado 
específicamente a problemas a escala nano [75] para aplicaciones como por ejemplo de 
deformación por cortante [70], [72], [76].  
En SPH el estado del sistema es representado por un conjunto de partículas discretas, 
las cuales presentan propiedades materiales e interacción entre ellas, dentro de un 
dominio controlado por una función de peso o una función de suavizado [77]. La 
discretización de las ecuaciones requeridas es realizada relacionando las propiedades y 
la cantidad de partículas a través del cálculo de la densidad local, la velocidad y la 
aceleración de los materias de trabajo [23], [77], [78]. 
El método de SPH en sus principios fue desarrollado para simulación de problemas en 
Astrofísica [79], [80], pero en la actualidad es ampliamente aplicado en temas de 
mecánica de fluidos [81–83] y mecánica de solidos [21], [25], [27]. La aplicación en 
mecánica de solidos ha sido ampliamente estudiada especialmente en caso de extrema 
deformación y fractura [28], [84]. Siendo el mas importante trabajo de resistencia de 
materiales realizado por Libersky y Petshek [23]. Desde entonces varios autores han 
implementado SPH en mecánica de solidos [28], [85], centrándose en varios tópicos de 
trabajo como fractura [28], deformación en régimen elástico [26] y plástico [27], 
problemas en balística e impacto [27], [86], [87] y aplicaciones en procesamiento de 
materiales metálicos como extrusión [31], forja  [32], fundición [33] y maquinado [36].  
La aplicación de SPH en maquinado comienza con el trabajo presentado por M. 
Heinstein y D. Segalman en 1997 [88] sobre la simulación de la viruta para diferentes 
geometrías de la herramienta y su comparación con el MEF. En la actualidad los trabajos 
de SPH en maquinado se centran casi exclusivamente en simulaciones por medio del 
software comercial LS-DYNA [69], [74]. En este tipo de simulaciones se destacan 
especialmente los trabajos realizados por Limido [34–36], los cuales son simulaciones 
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que se centran mas en la aplicación y validación de LS-DYNA que en la justificación y 
desarrollo del modelo aplicado específicamente al problema de corte de metales.  
De esta manera la conveniencia de SPH para modelamiento del maquinado se 
sustentará en la medida en que  se haga un desarrollo propio del método, orientado a las 
características particulares del proceso de maquinado de metales  [7]. 
 
 
 
 
  
 
2 Algunos aspectos de la formación de viruta 
en maquinado ortogonal 
El principal objetivo del maquinado es la formación de una nueva superficie de trabajo, 
puede parecer por este motivo que es demasiada la atención prestada a la formación de 
la viruta, que es un producto desechado en el procesamiento. Sin embargo, el consumo 
de energía ocurre principalmente en la formación e interacción herramienta-viruta [1], [6], 
[37]. Por esta razón, los principales problemas económicos y prácticos relacionados con 
la taza de remoción de material, consumo de energía, vibraciones y desempeño de la 
herramienta de corte, pueden ser entendidos solamente estudiando el comportamiento 
del material de trabajo cuando este se convierte en viruta [89], [90]. 
Múltiples trabajos se han desarrollado en el estudio de la formación de la viruta por corte 
ortogonal [44], [90]. Incluyendo intenso trabajo experimental [4], [91], [92] y modelos 
numéricos de toda índole [6], [7], [13]. Los cuales en conjunto han buscado una mejor 
compresión del fenómeno de la formación de viruta [3], [13]. Sin embargo, al ser el 
maquinado un proceso tan importante pero tan complejo y con condiciones tan 
particulares de procesamiento, aun sigue siento un tema de gran importancia en el medio 
científico [8], [93], [94]. 
Este capitulo es una mirada general sobre los aspectos fundamentales de formación de 
viruta en maquinado ortogonal de metales desde el punto de vista de las características 
del material de trabajo y los parámetros de corte. Presentando, características generales 
del proceso de maquinado ortogonal, zonas de interés en la formación de la viruta, y 
modelos de formación en materiales frágiles y dúctiles. De esta forma este capitulo será 
un preámbulo para darle un contexto desde el punto de vista de teoría de maquinado a 
los capítulos posteriores y a la validación del modelo de maquinado desarrollado.   
2.1 Maquinado ortogonal 
Un caso especial de maquinado en el cual el filo de la herramienta es perpendicular a la 
dirección de movimiento relativo entre la pieza y la herramienta es conocido como 
maquinado ortogonal (ver Figura 2-1) [93]. Como el corte ortogonal representa un 
problema bidimensional en lugar de uno tridimensional, es un modelo apropiado para 
investigaciones en las cuales es deseable eliminar tantas variables como sea posible en 
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el estudio de la formación de la viruta [39], [95]. Por esto, la disposición simple del 
modelo de maquinado ortogonal es ampliamente usada en estudios teóricos y 
experimentales [1], [7], [41], [96]. 
 
Figura 2-1. Descripción maquinada ortogonal (tomado y modificado de [41]). 
2.1.1 Parámetros de procesamiento en maquinado ortogonal 
En el maquinado ortogonal los parámetros de procesamiento son la velocidad de corte y 
la profundidad de corte. 
Velocidad de corte ( cV ): es la velocidad con la cual la superficie no cortada del material 
de trabajo pasa hacer cortada por el filo de la herramienta (ver Figura 2-2). 
Profundidad de corte ( pa ): es el espesor del material de trabajo removido, en maquinado 
ortogonal coincide con el espesor de viruta no deformada (ver Figura 2-2) [93]. 
2.1.2 Ángulos de la herramienta de corte en maquinado ortogonal 
Los ángulos de la arista de corte de la herramienta definen sus características 
geométricas y son los siguientes para el caso simplificado de maquinado ortogonal [41]. 
Ángulo de flanco ( ): Es el ángulo entre la superficie de flanco y la superficie 
maquinada en el material de trabajo (ver Figura 2-3).  
Ángulo de filo (  ): Es el que forman la superficie de ataque y la superficie de flanco en 
la herramienta de corte (ver Figura 2-3).  
Ángulo de ataque ( ): Es el formado por la superficie de ataque y el plano de referencia, 
el cual es perpendicular a la dirección de velocidad de corte (Figura 2-3).  
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Figura 2-2. Parámetros de procesamiento en maquinado ortogonal. Donde cV es 
velocidad de corte y pa  es profundidad de corte. 
 
Figura 2-3. Ángulos de herramienta en maquinado ortogonal. Donde   es el ángulo de 
ataque,   es el ángulo de filo y   es el ángulo de flanco.  
2.2 Zonas de deformación en la formación de la viruta 
Existen tres regiones de deformación plástica características en el estudio del proceso de 
maquinado ortogonal para la formación de viruta (ver Figura 2-4). La primera región es la 
zona de cizallamiento principal y es producida por la penetración de la herramienta de 
corte, en muchos modelos se simplifica considerándola como un plano único en donde 
ocurre el cizallamiento del material. La segunda región se denomina zona de 
cizallamiento secundario, y corresponde al contacto entre la herramienta de corte y el 
flujo de la viruta. La tercera región corresponde al contacto entre la herramienta de corte 
y la superficie maquinada, y se denomina zona de cizallamiento terciario (tertiary shear 
zone) [13].  
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La zona de cizallamiento principal es una pequeña región, en la cual se presentan 
grandes deformaciones del orden de 1 3 m/m , a causa de las elevadas tasas de 
deformación de entre 3 6 110 10  s , mientras que la temperatura puede alcanzar valores 
superiores a 300 °C [4], [7]. 
A diferencia de la zona de cizallamiento principal, la cual es intrínseca en el proceso, las 
zonas de cizallamiento secundaria y terciaria son indeseadas y su existencia se debe a 
que en la práctica la herramienta no esta perfectamente afilada y a que existe 
inevitablemente fricción en la interface herramienta-viruta [4], [37]. La fricción en la 
interface herramienta-viruta causa deformación plástica en el respaldo de la viruta y 
conforma la zona secundaria de cizallamiento (ver Figura 2-4). Como en el caso de la 
zona de cizallamiento principal esta es una región estrecha (menor que el 10% del 
espesor de la viruta) en la cual intensas deformaciones tienen lugar. De hecho en esta 
área el material puede deformarse por encima de 10 m/m  mientras la temperatura esta 
alrededor del punto de fusión del material de trabajo [40], [58]. En la primera parte de la 
zona de cizallamiento secundario, el contacto entre la viruta sin deformar y la superficie 
de ataque de la herramienta, generara la adhesión de la viruta a la superficie de ataque 
debido a la alta fricción, formado la llamada zona de adherencia (ver Figura 2-4). Como 
consecuencia, en esta área ocurre la mayor parte de la deformación en la zona de 
cizallamiento secundario. En la segunda parte de la zona de cizallamiento secundario la 
viruta empezara a deslizarse a lo largo de la superficie de la herramienta hasta que se 
desprende de la herramienta (ver Figura 2-4). Esta parte de la zona secundaria es 
llamada zona de deslizamiento [1], [41]. 
La zona de cizallamiento terciario es directamente resultado de la redondez del filo  de la 
herramienta o la presencia de filo recrecido o desgaste de flanco [3], [41]. Contrario a lo 
que se podría esperarse, en el corte de metales por arranque de viruta se presenta mas 
un efecto de arado (como si se empujara el material mientras se va deformando enfrió) 
que una acción de corte [1], [93].  Dado que bajo ciertas circunstancias el material se 
adhiere a la herramienta, la zona terciaria podría considerarse como una extensión de la 
zona de secundaria deformada, aunque se debe notar que los efectos de la deformación 
en la zona terciaria no solo causan deformación en la viruta sino también en la superficie 
producida en el material de trabajo [8]. De esta manera la zona terciaria presenta un 
importante efecto en la integridad superficial de la nueva superficie generada [1], [8].  
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Figura 2-4. Zonas de deformación plástica en la formación de viruta (tomada y traducida 
de [4]). 
 
Como se ha mencionado las tasas y velocidades de deformación en el proceso de 
maquinado son enormes en comparación a otros procesos de fabricación [4], [97], esto 
es evidente examinando el trabajo realizado por S. Jaspers (1999) [4] cuyos resultados 
se muestran en la Tabla 2-1. 
  
Tabla 2-1. Deformaciones, tasas de deformación y temperatura homóloga (
homologa / fundiciónT T T )  típicas de algunos procesos de fabricación  [4]. 
Proceso 
Deformación 
( m/m ) 
Tasa de deformación 
( 1s ) 
homologaT  
Extrusión 2 5  1 210 10   0.16 0.7  
Forjado/laminado 0,1 0, 5  
310 10  0.16 0.7  
Estampado de metales 0,1 0, 5  
210 10  0.16 0.7  
Maquinado 1 10  3 610 10  0.16 0.9  
 
2.3 Generalidades en la formación de la viruta  
Para el desarrollo de un modelo de formación de viruta es sumamente importante 
entender cuales son las particularidades y las etapas de este proceso. Se considera que 
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la herramienta de corte comienza adentrarse en el material de trabajo como se ve en la 
Figura 2-5. Como resultado el esfuerzo comienza a crecer en el material y como se 
podría esperar, el esfuerzo máximo ocurrirá al frente del filo de la herramienta [89]. 
Cuando estos esfuerzos alcanzan un cierto límite [7], pueden ocurrir las siguientes 
situaciones: 
 Si el material de trabajo es frágil, un agrietamiento aparecerá al frente del filo de 
la herramienta (Figura 2-5 (b)). Posteriormente, este agrietamiento producirá una 
fractura final de la sección a ser removida [2]. 
 Si el material es dúctil, no deberá observarse agrietamiento gracias a su 
capacidad de soportar los efectos de la deformación plástica. Por tal, motivo una 
zona elástico-plástica se formara en el material (ver Figura 2-5 (c)). Las 
dimensiones de la zona elástico plástica dependerán de la ductilidad presente en 
el material de trabajo. Por ejemplo, si consideramos que es un material 
perfectamente plástico o caso contrario, perfectamente frágil [95].  
 
Figura 2-5.  Herramienta de corte comenzando a avanzar dentro del material de trabajo. 
(a) primer momento de penetración de la herramienta en cualquier material, (b) avancé 
de la herramienta primeros instantes en un material frágil, (c) avance de la herramienta 
primeros instantes en un material dúctil. P  es esfuerza de penetración  (Tomada y 
traducida de [2]). 
 
Las simples consideraciones mostradas anteriormente muestran que las propiedades del 
material de trabajo juegan un importante rol en la formación inicial de la viruta. De esta 
manera, se puede clasificar el comportamiento de los materiales en maquinado de forma 
general como dúctiles o frágiles dependiendo del grado de deformación plástica que el 
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material presente en el proceso. Por esta razón el factor tipo de material debe ser 
incorporado y tenido cuenta en cualquier modelo de formación de la viruta [5]. 
Desafortunadamente las consideraciones normales establecidas para definir materiales 
dúctiles y frágiles en la mecánica metalúrgica [98], se basan en ensayos de tensión que 
presentan tasas de deformación y elongaciones del orden de 4-5 veces menores que las 
encontradas en corte de metales, muy bajas en comparación a las alcanzadas en 
maquinado [7], por esta razón para definir un material como frágil o dúctil para 
maquinado no siempre se podrán usar las definiciones clásicas [2]. 
2.3.1 Material de trabajo dúctil  
Cuando consideramos un material de trabajo dúctil, se hacen diferentes distinciones en el 
modelo de formación de la viruta dependiendo de las propiedades del material, las 
condiciones de contacto en la interface herramienta-viruta y la geometría de la 
herramienta [37]. El caso más básico de formación de viruta en maquinado de materiales 
dúctiles tiene lugar cuando ningún atoramiento o detención ocurre en el movimiento 
relativo entre la herramienta  y la viruta, siendo este caso el más común en el estudio de 
materiales en ingeniería para maquinado [7], [37], [41]. En el momento inicial de la 
formación de la viruta, una zona elástico-plástica es formada al frente del filo de la 
herramienta, debido a que se genera un concentrador de esfuerzos, los cuales son 
producidos por compresión pura de la sección a ser removida [95]. Como resultado la 
deformación plástica de la sección toma lugar por un cortante puro durante ese instante. 
Como la herramienta avanza hacia delante, la parte deformada plásticamente es 
removida gradualmente mientras la superficie de ataque de la herramienta entra de forma 
muy ajustada. Cuando un contacto completo es logrado, esta sección de la viruta se 
comporta como una viga en voladizo que se encuentra sometida a la fuerza de 
penetración P  de la herramienta, como se muestra en la Figura 2-6 (a) [7]. 
La fuerza de penetración puede ser descompuesta en dos componentes, llamados fuerza 
de compresión Q , la cual actúa en la dirección del eje condicional para la formación 
parcialmente de la viruta, y la fuerza flectora S , que actúa a lo largo de la dirección 
transversal, como se ilustra en la Figura 2-6 (b). Por lo tanto, la formación parcial de la 
viruta puede ser considerada como una viga en voladizo sujeta mutuamente a la acción 
de la fuerza compresiva Q  y un momento flector M ( M SL ) (ver Figura 2-6 (b)). 
Cuando esto sucede, el estado de esfuerzos en la raíz de la viruta (el soporte del 
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voladizo) se vuelve un problema más complejo porque se incluye una mezcla de esfuerzo 
flector y compresivo. Por tal motivo, el campo de líneas de deslizamiento en la 
deformación de dicho voladizo se puede considerar como la superposición de un campo 
de líneas de deslizamiento debidas a la flexión y otro campo de líneas  debido a la 
compresión [7], [94]. 
Cuando los dos campos de líneas de deslizamiento son sobrepuestos, el proceso de 
deformación de la viruta formada parcialmente pasa de una situación de cortante puro a 
una de cortante compleja o mixta [99]. Como tal la superficie combinada de esfuerzos 
máximos se vuelve curva (mostrada en la Figura 2-6 (c) en la línea 1-1) y la máxima 
deformación ocurre en el extremo inicial y final de la superficie, como se muestra en la 
Figura 2-6 (c).La situación de estados de esfuerzos puede ser verificada por un simple 
MEF [62], [100] y por observación de la estructura deformada en la formación parcial de 
la viruta [1], [96], [101]. 
La Figura 2-7 presenta el proceso cualitativo para la formación de la viruta mostrado en la 
Figura 2-6 (c) y corresponde al modelo propuesto por V.P. Astakhov [2], [5], [7], [94]. La 
denominada fase 1 en la Figura 2-7 muestra el estado inicial, cuando la herramienta esta 
en contacto con el material de trabajo, la aplicación de la fuerza de penetración P  
conduce a la formación de una zona de deformación delante del filo de la herramienta 
(ver Figura 2-7.). El material primero se deforma elásticamente y después plásticamente. 
Como resultado, una cierta zona elástico-plástica se forma al frente del filo de la 
herramienta, permitiendo que la herramienta se adentre aun más en el material, de modo 
que la sección a ser removida entra en intenso contacto con la superficie de ataque de la 
herramienta como se observa en la fase 2 (ver Figura 2-7). Cuando se alcanza el 
contacto completo, se crea un estado complejo de esfuerzos al frente de la herramienta 
que incluye una combinación de esfuerzos flectores y compresivos, haciendo que las 
dimensiones de la zona de deformación y de esfuerzo máximo se incrementen a causa 
de la fuerza de penetración P . Cuando la combinación de esfuerzos en esta zona lleva 
el material a su límite de deformación, una superficie de deslizamiento es formada en la 
dirección del esfuerzo máximo combinado (fase 3), este instante puede ser considerado 
como el comienzo de la formación de la viruta [2].  
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Figura 2-6. Interacción entre la superficie de ataque de la herramienta y la viruta 
parcialmente formada. (a) Formación parcial de la viruta comportándose como un 
voladizo sujeta a la fuerza de penetración P de la herramienta, (b) Fuerza de 
penetración descompuesta en componentes de fuerza flectora S y fuerza compresora 
Q , (c) Deformación formada a lo largo de la línea de esfuerzo combinado máximo 1-1. 
(Tomada y traducida de [2]). 
 
Tan pronto como la superficie de deslizamiento es formada, todo el material de la viruta 
que se comporta como un voladizo comienza a deslizarse a lo largo de esta superficie y 
por lo tanto a lo largo de la superficie de ataque de la herramienta (fase 4, Figura 2-7). 
Cuando ocurre el deslizamiento, la resistencia a la penetración de la herramienta 
disminuye, dando lugar a una reducción en las dimensiones de la parte plástica de la 
zona de deformación [7]. Sin embargo, la estructura del material de trabajo, la cual ha 
sido deformada plásticamente y ahora retorna al estado elástico ya cuenta con 
deformación permanente que hace que sea un material con propiedades diferentes al 
material original, su apariencia estructural se asemeja a un material trabajado en frio [1], 
[96] y estudios experimentales muestran que el endurecimiento del material es elevado 
[38], [92], [102]. Los resultados experimentales usando el ensayo de quick-stop [3], [37], 
[41] muestran que el material se desplaza en la interface herramienta-viruta por el 
movimiento de las denominadas capas de contacto de la viruta [2], [37], [103] (fase 5), las 
cuales se cree que se forman debido a las condiciones severas de fricción en la 
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denominada zona secundaria de deformación [3], [4]. El deslizamiento del fragmento de 
viruta continuara hasta que la fuerza que actúa sobre este fragmento por parte de la 
herramienta disminuye, debido a que una nueva porción del material de trabajo esta 
entrando en contacto con la superficie de ataque de la herramienta. Como resultado, el 
esfuerzo a la largo de la superficie de deslizamiento disminuye, llegando a ser menor que 
el esfuerzo necesario para el deslizamiento. Así un nuevo fragmento de viruta comienza 
a formarse (fase 6, Figura 2-7) [2], [7]. La viruta formada de esta manera se conoce como 
viruta continua fragmentada (continuous fragmentary chip).          
 
Figura 2-7. El momento flector como causa de la formación de viruta [7], para la 
formación de viruta en un material de trabajo dúctil. Donde P  es esfuerzo de 
penetración  (tomado y traducido de [7]). 
2.3.2 Material de trabajo frágil 
Considerando el maquinado ortogonal de un material frágil según el modelo propuesto 
por Viktor P. Astakhov [7], se ilustra el caso que se presenta cuando el sistema de corte 
esta dispuesto de modo que la fuerza resultante R que actúa sobre la viruta intersecta el 
eje condicional para la formación parcial de la viruta, como se muestra en la Figura 2-8. 
En esta situación un momento flector surge en la raíz de la viruta debido a la acción de 
esta fuerza flectora, causando la fractura de la viruta a lo largo de la trayectoria donde el 
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esfuerzo combinado (compresión y flexión) alcanza el limite del esfuerzo de fractura del 
material [95].  
La Figura 2-9 muestra el proceso considerado para el modelo de formación de viruta 
frágil mostrado en Figura 2-8 [7]. La fase 1 de la Figura 2-9 ilustra el estado inicial donde 
la herramienta comienza el contacto con el material. La herramienta avanza dentro del 
material por efecto de la fuerza de penetración P  aplicada externamente sobre la 
herramienta. La interacción entre la herramienta y el material resulta en la formación de 
una zona de esfuerzos en la parte delantera de la herramienta (fase 2, Figura 2-9). 
Debido a que no hay ningún material absolutamente frágil, esta zona consta de parte 
elástica y plástica, aunque su parte plástica es muy pequeña en comparación con la 
parte elástica. Cuando el esfuerzo máximo en la zona de esfuerzos alcanza el valor de 
resistencia del material de trabajo, un agrietamiento es formado al frente del filo de la 
herramienta (fase 3), provocando un incremento en el esfuerzo generado por la fuerza 
P que conduce a la propagación de la grieta formada (fase 4). Existe además una 
pequeña deformación plástica por ductilidad presente incluso en materiales muy frágiles. 
La grieta formada eventualmente se abre y la viruta parcialmente formada entra en 
contacto con la superficie de ataque de la herramienta, como se observa en la fase 5 (ver 
Figura 2-9). A partir de entonces la viruta parcialmente formada se comporta como una 
viga en voladizo cargada por una fuerza a compresión y un momento flector, como se 
muestra en la Figura 2-8. Cuando los esfuerzos combinados alcanzan la resistencia del 
material de trabajo, ocurre la fractura de la viruta-voladizo en la raíz (soporte línea 1-1 en 
la Figura 2-8) (fase 6). Produciéndose así la separación de un trozo de viruta casi 
rectangular (fase 7,) como se observa, el caso corresponde a corte ortogonal de un 
material frágil usando una herramienta de ángulo de ataque positivo [5], [7], [104]. Este 
tipo de viruta es común en la industria automotriz en maquinado de piezas de hierro 
fundido dúctil [1]. Astakhov [7]  denomina este tipo de viruta como “viruta de rompimiento 
fragmentado” (deformed fragmentary chip) [2]. 
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Figura 2-8. Situación donde la fuerza resultante R  actúa sobre la viruta intersectando el 
eje condicional para la formación parcialmente de la viruta. (tomado y traducido de [7]) 
 
 
Figura 2-9. El momento flector como causa de la formación de viruta [7], para la 
formación de viruta en un material frágil con ángulo de ataque en la herramienta positivo. 
Donde P  es la fuerza de penetración  (tomado y traducido de [7]). 
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2.3.3 Generalidades 
La formación de la viruta es un fenómeno ligado a las propiedades del material ante 
elevadas y complejas combinaciones de esfuerzo propias del proceso de maquinado [2], 
[4]. Por esta circunstancia, el estudio de formación de viruta con modelos muy 
simplificados para el material de trabajo difícilmente serán satisfactorios [2]. De hecho, 
los modelos se desarrollan con validez para algún rango en las propiedades del material, 
la herramienta y los parámetros de corte. De esta forma cuando nuevos materiales y 
herramientas son introducidos, un conjunto de nuevas condiciones deberán ser 
actualizadas acorde a las características de los mecanismos y procesos físicos de los 
materiales en relación con las condiciones del proceso de corte a implementar [2], [7]. 
  
 
3 Implementación del Método Smoothed 
Particle Hydrodynamics 
La simulación computacional ha venido en incremento, convirtiéndose cada vez más en 
una importante herramienta para solucionar problemas en ingeniería y ciencias [105]. 
Esta juega un importante rol en probar y examinar teorías, ofreciendo una significativa 
complejidad física, y ayudando en la interpretación e incluso al descubrimiento de nuevos 
fenómenos [106]. 
Los tradicionales métodos numéricos basados en mallas [46] tales como los métodos de 
diferencias finitas, métodos de volúmenes finitos y métodos de elementos finitos, han 
sido ampliamente aplicados en varias áreas de dinámica de fluidos y mecánica de sólidos 
[49]. En los cuales el dominio del problema es discretizado por medio de mallas. Una 
malla se define como cualquiera de los espacios abiertos o intersecciones entre los hilos 
de una red que se forma mediante la conexión de los nodos de una manera predefinida 
[46], [107]. La malla debe ser prestablecida para proporcionar una cierta relación entre 
los nodos, que se convierte en los componentes básicos de la formulación de los 
métodos numéricos convencionales [107]. De esta manera, mediante el uso de la malla 
apropiadamente predefinida y la aplicación de principios teóricos adecuados, se regirá 
por un conjunto de ecuaciones diferenciales que se pueden discretizar en un conjunto de 
ecuaciones algebraicas con incógnitas en las variables presentes en los nodos de la 
malla [49], [68]. El sistema de ecuaciones algebraicas para el dominio completo del 
problema podrá ser formado por la unión de los conjuntos de ecuaciones algebraicas 
para todas las mallas [18], [64]. 
A pesar de su gran éxito, los métodos basados en malla [46], [49], presentan dificultades 
en algunos aspectos, los cuales limitan su aplicación en varios tipos de problemas 
complejos [64]. Las mayores dificultades son resultado del uso de mallas, las cuales 
siempre deberán asegurar, en su aplicación numérica, que su estado de continuidad y de 
condiciones espaciales cumpla las mismas condiciones de compatibilidad y de 
continuidad que el fenómeno físico a estudiar [18]. De ahí, el empleo de mallas puede 
llevar a varias dificultades en relación a problemas con superficies libres, fronteras 
deformables, interfaces móviles, deformaciones extremadamente grandes y propagación 
de grietas [18], [22], [28]. Además de la dificultad en tiempo y costo computacional para 
generar un mallado de calidad para geometrías complejas [65], [66]. 
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En la actualidad los métodos libres de malla han tenido un creciente interés investigativo 
[67], [107], dirigido a métodos computacionales más efectivos para solucionar problemas 
complejos [19], [64]. Siendo usados para estabilización de sistemas de ecuaciones 
diferenciales, en los que el dominio del problema es definido sin emplear una malla 
predefinida [105], [108]. Los métodos sin malla usan un conjunto de nodos (o partículas) 
esparcidos dentro del dominio del problema, así como en los limites para representar 
todo tipo de condiciones de frontera [10], [68], [107]. Las funciones del problema son 
entonces aproximados localmente empleando las partículas [107].  
Existe un numero de métodos libre de malla que utilizan los nodos o partículas locales 
para aproximaciones de las variables en los problemas, tales como: smoothed particle 
hydrodynamics (SPH) [77], [80], [105], [109], meshless local Petrov–Galerkin (MLPG) 
[10], [110], reproducing kernel particle method (RKPM) [10], [107], the point interpolation 
method (PIM) [107], [111], the finite point method [10], [65] y Molecular Dynamics (MD) 
[112], [113]. 
Este trabajo se centra particularmente en el método libre de malla Smoothed Particle 
Hydrodinamics, el cual es el método de partículas más antiguo (Lucy, 1977) [65], [80].  
En SPH, el estado del sistema es representado por un conjunto de partículas, que 
poseen las propiedades del material e interactúan entre sí dentro del rango controlado 
por la función de peso o función de suavizado [65]. La discretización de las ecuaciones 
se basa en estas partículas discretas, y una variedad de formulaciones de este tipo se 
han utilizado para calculo de la densidad local, la velocidad, la energía, los esfuerzos y la 
aceleración de diferentes problemas de mecánica de fluidos, sólidos y gases [28], [65], 
[77], [81] en marcados en una aproximación Lagrangiana [1][10].  
De esta manera las características que hacen del método SPH un tema de interés 
investigativo en mecánica computacional, aventajándose de los métodos tradicionales de 
malla son [64]: 
 Es adecuado para solucionar problemas donde los métodos con malla tienen 
dificultades, como por ejemplo problemas con superficies libres, fronteras 
deformables, interfaces móviles y altas deformaciones. 
 Por ser el método de partículas más antiguo, su desarrollo ha llegado a una etapa 
madura.  
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 Debido al continuo mejoramiento y desarrollo, la precisión, estabilidad y 
adaptabilidad han alcanzado niveles aceptables para su implementación en un gran 
número de problemas prácticos. 
 El método puede ser aplicado en una gran variedad de problemas, desde micro-
escala a macro-escala, y de sistemas discretos a sistemas continuos. 
 Algunos códigos comerciales tienen incorporado el método SPH para varias 
aplicaciones prácticas [105], [107]. 
De ahí que SPH sea el método libre de malla más ampliamente usado para solución de 
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales [23]. Esta fue usada en sus orígenes en 
problemas de Astrofísica [73], siendo la técnica básica del método SPH introducida en 
primer lugar por Lucy [80], Gingold y Monaghan en 1982 [27], [114]. Hoy en día además 
de los problemas de astrofísica es aplicada en varios problemas de mecánica de fluidos 
[81], [109], [115] y mecánica de solidos [21], [25], [77] de toda clase. 
En este capitulo se presentarán los fundamentos teóricos y la implementación del método 
SPH, mostrando las funciones suaves o de Kernel para la interacción entre partículas. De 
esta manera, se muestran las aproximaciones del método SPH a las ecuaciones de 
continuidad. Para seguir, con las correcciones en el método realizadas en las funciones 
suaves y en las tensiones desestabilizantes [65], [105]. Posteriormente se discute la 
implementación de las condiciones de frontera, en particular las de pared rígida. Y para 
finalizar se describe el procedimiento para la integración temporal en los pasos de tiempo 
de las variables en el problema, como densidad, velocidad, posición y energía.  
3.1 Método de SPH 
El método convencional de SPH fue desarrollado originalmente para los problemas de 
hidrodinámica en los que las ecuaciones diferenciales parciales que los regían están en 
una “formulación fuerte” para las variables como densidad, velocidad y energía [65], 
[116]. Básicamente, hay dos pasos para la obtención de una formulación SPH. El primer 
paso es representar una función o sus derivados en forma continúa como la 
representación de una integral, denominándose esta etapa como “aproximación de 
función por  Kernel” [65], [105]. En esta la aproximación de una función y sus derivados 
se basan en la evaluación de la función peso y su derivada, esta función mejor conocida 
en SPH como función de suavizado del kernel [65], [117]. El segundo paso se refiere 
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generalmente como “aproximación por partículas”. En este el dominio computacional es 
primero discretizado mediante la representación de un conjunto de partículas distribuidas, 
que representan la configuración inicial del problema [65], [105], [107]. Después de esta 
discretización, las variables sobre una partícula se aproximan por la suma de los valores 
sobre las partículas vecinas más cercanas [65], [77]. 
3.1.1 Aproximación de función por Kernel 
La aproximación por Kernel implica la representación de una función y sus derivadas 
mediante una función de suavizado (FS) (también conocido como Kernel, Kernel de 
suavizado, función Kernel de suavizado o función de peso [77], [105], [118]). La 
aproximación por Kernel parte de la identidad mostrada en (3.1). Donde f  es una 
función del vector posición x ,   es el dominio o el volumen de la integral que 
contienede x , 'x  es la posición vectorial de cualquier otro punto definido dentro   y 
( ')x x   es la función delta de Dirac dada por (3.2).  
  ( ') ( ') 'f x f dx

  x x x        (3.1) 
1, '
( ')
0, '


  

x x
x x
x x
       (3.2) 
La ecuación (3.1) implica que una función puede ser representada de una forma integral 
[66]. Dado que la función delta Dirac es usada, la representación de la integral (3.2) es 
exacta, siempre y cuando f este defina y sea continua en   [107]. 
Sin embargo, la delta de Dirac al ser una función generalizada carece de propiedades de 
continuidad y diferenciabilidad [119], y no puede ser usada para modelos discretizados 
numéricamente [65]. Por esta razón, para conservar las propiedades deseadas de Dirac, 
se remplaza la delta ( ') x x  por una FS  ',W hx x  dependiente de la distancia entre 
el elemento localizado en x  y cualquier otro elemento ubicado en 'x , la cual deberá 
imitar las características fundamentales de la función delta Dirac. De por lo cual, la 
aproximación por Kernel de  f x  se convierte en (3.3).  
      ' ', 'f f W h d

 x x x x x       (3.3) 
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Donde h es la longitud de suavizado que define el área efectiva de la FS  ',W hx x , y 
los entre paréntesis en ángulo  se emplean como el operador de la aproximación por 
Kernel en SPH [120]. Nótese que mientras  ',W hx x no sea la función delta de Dirac, 
la representación integral en (3.3), exceptuando casos especiales [65] sólo será una 
aproximación [105]. 
De esta forma, la FS W que define el Kernel debe satisfacer ciertas condiciones, para la 
adecuada representación de la función que se debe interpolar [65], [73]; estas 
condiciones son: 
1) Normalización sobre el dominio, expresada como:  
  ', ' 1W h d

  x x x  (3.4) 
La condición (3.4) llamada también condición de unidad debido a que la integración 
de la FS produce la unidad, asegura que la función sea diferenciable dentro del 
dominio   [121]. 
2) Soporte compacto, dado por:  
  ', 0 donde | ' |W h h   x x x x  (3.5) 
La condición (3.5), donde   es un factor de extensión de la FS, define como 
| ' | h x x  el área efectiva o usualmente llamada dominio de soporto (no cero) en la 
FS para la partícula en x [21].    
3) La no negatividad de la FS : 
  ', 0W h x x  (3.6) 
La expresión (3.6) asegura resultados que representen fenómenos físicos de forma 
adecuada, ya que las variables espaciales nunca son negativas en una aproximación 
real [105]. 
4) La FS debe ser decreciente al alejarse de la partícula. Se considera que al aumentar 
la distancia entre las partículas  las fuerzas de interacción entre estas decrecen [65]. 
5) Aproximación al delta de Dirac: la FS debe satisfacer la condición (3.7) de 
aproximación al delta cuando h tiende a cero.  
  0lim ', ( ')h W h    x x x x  (3.7) 
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Algunos autores no consideran esta condición indispensable, debido a que (3.7) no 
puede ser garantizada computacionalmente por el costo que implica hacer un h  
cercano a cero y a que la mayoría de las funciones que cumplen las primeras cuatro 
condiciones se aproximan adecuadamente al ( ') x x  [10], [105], [118]. 
3.1.2 Aproximación de las derivadas por Kernel 
Mediante el uso de la ecuación (3.8), se puede hallar una aproximación para la 
divergencia de  f x  aplicando el operador   f  x  en la ecuación  (3.3). 
      ' ', 'f f W h d

    x x x x x      (3.8) 
Donde  la divergencia en la integran en (3.8) se opera con respecto al primer termino 
como (3.9). 
             ' ', ' ', ' ',f W h f W h f W h      x x x x x x x x x  (3.9) 
Se remplaza (3.9) en (3.8) y se obtiene (3.10). 
           ' ', ' ', 'f f W h f W h d

           x x x x x x x x  (3.10) 
La primera integral en el lado derecho de (3.10) pude ser transformado usando el 
teorema de la divergencia [105] en una integral sobre la superficie S del dominio de 
integración   como (3.11), donde n  es el vector unitario normal a S . 
          ' ', ' ', '
S
f f W h dS f W h d

        x x x x n x x x x  (3.11) 
Ya que la FS es definida por la propiedad de soporte compacto en (3.5), la integral en la 
superficie de  ',W hx x en (3.11) deberá tender a cero en SPH. Por lo tanto, la integral 
de superficie en el lado derecho de (3.11) se puede considerar igual a cero. De ahí, la 
aproximación de Kernel de la derivada puede ser escrita como (3.12) [122]. 
      ' ', 'f f W h d

    x x x x x      (3.12) 
Para la utilización de otros operadores con derivadas, como gradiente, producto cruz y 
producto tensorial, se lleva a acabo procedimientos similar al realizado para el caso de 
divergencia, este trabajo recomienda el libro “Meshfree Particle methods” de S. Li  y W. 
K. Liu [10], en su capitulo “Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)”  donde muestra de 
manera muy detallada el manejo de estos operadores en SPH.   
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Para aproximación por Kernel de derivadas de mas alto orden en SPH, se puede realizar 
un proceso similar al usado para (3.12) o emplear de manera sucesiva (3.12) [105], [123].  
3.1.3 Aproximación por partículas 
En SPH el sistema entero es representado por un número finito de partículas que 
transportan la masa y ocupan espacio individualmente [65]. La representación SPH de 
las integrales representadas en la “aproximación por kernel” (en las ecuaciones (3.3) y 
(3.12)) se pueden convertir en la forma discretizada de la sumatoria sobre todas las 
partículas en el dominio de soporte mostrado en la Figura 3-1 [65]. El proceso que 
corresponde a la discretización de la sumatoria sobre las partículas se conoce 
comúnmente en la literatura de SPH como “aproximación por partículas” [105], [120]. 
 
Figura 3-1. Representación del dominio   mediante partículas, mostrando el dominio de 
soporte de la partícula i  y la FS (W ) (Tomado de [65]). Donde h es la longitud suave y 
  es el factor de extensión de la función Kernel. 
 
Si el volumen infinitesimal 'dx  en las integrales de (3.3) y (3.12) se sustituye por la 
ubicación de la partícula thj  por el volumen finito de la partícula jV , que está 
relacionada con la masa ( jm ) como: 
 ii
i
mV

          (3.13) 
Donde j  es la densidad de la partícula j  ( 1,2,3...j N ) en la cual N es el numero de 
partículas dentro del dominio de soporte de la partícula j .    
Implementación del Método Smoothed Particle Hydrodynamics 29
 
La aproximación de Kernel expresada en (3.3) puede ser escrita por una discretización 
por aproximación por partículas como (3.14) [65].  
      
1
',
N
j
j
j j
m
f f W h

 x x x x       (3.14) 
De esta manera, la aproximación por partícula para una función en la partícula i  puede 
finalmente ser escrita como (3.15).  
    
1
N
j
i j ij
j j
m
f f W

x x       (3.15)  
Donde  
  ',ijW W h x x        (3.16) 
La ecuación (3.15) indica que el valor de una función en la partícula i  se aproxima 
utilizando la media de los valores de la función en todas las partículas en el dominio de 
soporte de i  ponderada por la FS. 
Siguiendo los mismos argumentos, la aproximación de la función derivada (3.12) es dada 
por (3.17). 
      
1
',
N
j
j
j j
m
f f W h

    x x x x      (3.17) 
Donde el gradiente W de (3.17) es tomado con respecto a partícula j . La aproximación 
por partícula para una función en la partícula i  puede finalmente escribirse como (3.18). 
    
1
N
j
i j j ij
j j
m
f f W

   x x       (3.18) 
Donde  
 
|| ||
j i
j
i j

 

x x
x x
        (3.19) 
La ecuación (3.18) muestra que el valor del gradiente de una función en la partícula i  es 
aproximada empleando el promedio de los valores de la función en todas las partículas 
en el dominio de soporte ponderado por el gradiente de la FS. 
Se puede observar que la aproximación por partículas en las ecuaciones (3.15) y (3.18) 
en realidad convierte la representación integral de una función y su derivada en la 
discretización de una sumatoria de discretización basada en un conjunto arbitrario de 
partículas [105]. El uso de la sumatorias de partículas para aproximar la integral es, de 
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hecho, una de las claves de aproximación que hace del método SPH simple, y sin 
necesidad de utilizar una malla para la integración numérica [65], [105].    
Adicionalmente, para la aproximación de la función derivada en los casos en los que se 
emplea un sistema coordenado cartesiano se puede relacionar el gradiente en la 
partícula j  ( j ) por el gradiente en la partícula i  ( i ) como (3.20). De esta forma se 
puede transformar la ecuación (3.17) introduciendo el gradiente i  como (3.21), de esta 
manera descartar el signo negativo.  
 
|| || || ||
j i i j
j i
i j i j
 
     
 
x x x x
x x x x
     (3.20) 
    
1
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i j i ij
j j
m
f f W

  x x      (3.21) 
3.1.4 Algunas Técnicas de derivación en la formulación SPH 
Dado que SPH se utiliza principalmente para aproximar la “formulación fuerte” de las 
ecuaciones diferenciales parciales (EDP), la clave del método de discretización por SPH 
estará en la manera de aproximar las derivadas. De hecho hay diferentes formas de 
derivar en la formulación SPH para EDP [65]. Por ejemplo Benz utiliza un enfoque para 
derivar las ecuaciones SPH para EDP que consiste en multiplicar cada término de las 
EDP con la FS, e integral sobre el volumen con el empleo de la integración por partes y 
la expansión de Taylor [25], [123]. Mientras Monaghan emplea un enfoque sencillo 
utilizando directamente las ecuaciones (3.15) y (3.21) [124]. 
La primera aproximación del método SPH sin ningún tratamiento especial, seria una 
aproximación directa con la ecuación (3.21), pero esta aproximación generalmente no es 
exacta, y destruye a menudo la propiedad conservativa del sistema [10], [122]. No 
obstante, usando esta aproximación y combinándola mediante la identidad del operador 
divergencia y SPH como: 
 
      
     
1 1
N N
j j
i j i ij i i ij
j jj j
f f f
m m
f f W f W
  
     
      
x 1 x 1 x 1
x x x
   (3.22) 
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Donde empleando la condición de normalización (3.4), la parte derecha de la ecuación 
(3.22) será nula, como se muestra en (3.23). 
 
1 1
(1) 0
N N
j j
i ij i ij i
j jj j
m m
W W
  
        (3.23) 
Sin embargo, la aproximación SPH de la identidad (3.22) presenta buenos resultados en 
comparación a utilizar solo la aproximación (3.21) [65], [77], [105]. De esta forma, la 
aproximación de la identidad (3.22) es dada como (3.24).  
    
1
( )
N
j
i j i i ij
j j
m
f f f W

     x x x     (3.24) 
El mejor comportamiento de (3.24) sucede cuando alguna partícula se encuentran con el 
dominio de soporte parcialmente lleno de partículas vecinas, convirtiendo la parte nula 
 
1
N
j
i i ij
j j
m
f W

 x  un complemento para integrar el dominio total de la función discreta. 
Otra manera, de discretización de las EDP puede realizarse  a partir de las identidades 
definidas en (3.25) y (3.26), lo que permite una transformación más adecuada de 
derivadas [77], [122], [123] para varios casos en comparación a (3.21) y (3.24).  
       1f f f 

      x x x       (3.25) 
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x x
x      (3.26) 
Las ecuaciones (3.25) y (3.26) son transformadas usando (3.21), y utilizando un 
procedimiento similar al descrito en la aproximación de las derivadas para aproximación 
por partículas, se obtienen las formulaciones de SPH  (3.27) y (3.28). Estas dos 
formulaciones son las mas empleadas en la aproximación de las ecuaciones de 
continuidad en fluidos y en solidos [21], [77], [118]. 
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Es importante mostrar algunas reglas fundamentales que permiten discretizar EDP 
mucho mas complejas que las anteriormente mostradas [21], [65], [122]. Algunas de 
estas reglas son mostradas de manera ilustrativa en (3.29), donde operador SPH, 
1f  y 2f  son funciones variables en el espacio y z  una constante [10], [65], [105].  
 
1 2 2 1 1 2
1 2 2 1 1 2
2 2
f f f f f f
f f f f f f
zf z f
    
 

       (3.29) 
3.2 Funciones de suavizado (FS) 
Existen gran diversidad de FS utilizadas, entre ellas funciones Gaussianas y polinómicas 
[114], [125], seleccionadas dependiendo del tipo de problema a resolver [22], [105], [117]. 
En el comportamiento de SPH es crítica la escogencia de la función de Kernel. Esta debe 
satisfacer las condiciones ya mencionadas en la sección 3.1.1, de aproximación al Delta 
de Dirac (3.7), no negatividad (3.6), Soporte compacto (3.5), la normalización (3.4) y 
decreciente al alejarse de la partícula [65], [105], [124].   
De esta manera, la definición de la FS es representada como (3.30). 
   || ||1, i ji j ijdW h Wh h
 
   
 
x x
x x      (3.30) 
Donde para (3.30),   es la función que describe el Kernel y d es el número de la 
dimensión. Para este trabajo en particular tratamos tres diferentes aproximaciones de 
Kernel. La Gaussiana mostrada en la ecuación (3.31) y la Figura 3-2 [19], [114]; la Spline 
cubica (cubic Spline) o  también conocida como B-Spline representada en la ecuación 
(3.32) y la Figura 3-3 [26], [27], [78]; y el Spline cuadrático (Quadratic Spline) mostrada 
en (3.33) y en la Figura 3-4 [22], [27]; siendo estas FS las mas ampliamente discutidas en 
la literatura [21], [105], [117]. Para las expresiones de (3.31) a (3.33) las funciones de 
Kernel están relacionadas con la distancia entre partículas 
|| ||i jq
h


x x
.  
 Gaussiana: Para esta función el 3  .  
 
2
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 (3.31) 
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Donde para una dimensión d  es 1/2
1
h
 para una dimensión, 
2
1
h
 para dos 
dimensiones y 
3/ 2 3
1
h
para tres dimensiones [105], [114]. 
   B-Spline: Para esta función el 2  . 
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 (3.32) 
Donde para una dimensión d  es 
1
h
 para una dimensión, 
2
15
7 h
 para dos 
dimensiones y 
3
3
2 h
para tres dimensiones [73], [105]. 
 Spline cuadrático: Para esta función el 2  . 
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Donde para una dimensión d  es 
1
h
 para una dimensión, 
2
2
h
 para dos 
dimensiones y 
3
5
4 h
para tres dimensiones [27], [105]. 
Sin embargo, además de ijW  es necesario el gradiente i ijW  al ser el operador mas 
recurrente en las EDP. De esta manera, es fundamental encontrar iji ij
i
W
W

 
x
 en 
función de  ,W q h  y q , por lo que teniendo la derivada de ijW  en q  como 
ijW
q


, el 
gradiente de | ||i jx x  como 
 || ||
|| ||
i ji j
i i j
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x xx x
x x x
 y la derivada de q  en | ||i jx x  
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como 
1
|| ||i j
q
h


 x x
, se emplea la regla de la cadena [10] como se muestra en (3.34) y 
se encuentra la relación para i ijW  como (3.35). 
 
|| ||
|| ||
ij i j ij
i ij
i i i j
W WqW
q
   
  
    
x x
x x x x
     (3.34) 
 
  1
|| ||
i j ij
i ij
i j
W
W
h q
 
 
 
x x
x x
       (3.35) 
Como ejemplo se muestra el caso de la derivada ij
W
q


 para B-Spline en (3.36), donde 
aplicando (3.35) se puede encontrar de forma simple la función i ijW . 
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 (3.36) 
 
Figura 3-2. Kernel Gaussiana y su derivada y su derivada dividida por el factor 
dimensional d [115]. 
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Figura 3-3. Kernel B-Spline y su derivada dividida por el factor dimensional d [115]. 
 
Figura 3-4. Kernel cuadrático y su derivada dividida por el factor dimensional d [115]. 
3.3 Leyes de conservación en mecánica de los medios 
continuos discretizadas por SPH 
El método de SPH no solo es un esquema de interpolación, sino también proporciona un 
conjunto de formas de aproximación por medio de la discretización de SPH para las 
ecuaciones de la mecánica de los medios continuos[10]. Por esta razón se transforman 
por SPH las ecuaciones conservativas de masa, momento  y energía  [15], [17] regidas 
por un marco Lagrangiano  [77].  
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3.3.1 Ecuación de conservación de masa 
En este caso se usa la ecuación del cambio de densidad dada por (3.37), la cual se 
discretiza empleando el criterio de aproximación (3.24). De esta manera, la conservación 
de la masa es discretizada por SPH como (3.38).  
  d
dt

   v        (3.37) 
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
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   v v      (3.38) 
Donde para (3.37) y (3.38)   es densidad, v  es el vector de velocidades (tomado 
también como /dx dt v ) y t  es el tiempo.  La ecuación (3.38) es sin duda la mas usada 
para aproximar densidad en problemas en solidos y en fluidos, donde se presenten 
cambios considerables de densidad [26], [78], [81], [83]. 
Sin embargo, si se va a discretizar como una función la densidad, se puede hacer 
considerando el cambio de la función  f x  en (3.14) por la función densidad  , de esta 
manera la función de densidad estará dada como (3.39). Esta es particularmente 
empleada cuando los problemas no presentan altos cambios de densidad y el material se 
considera cuasi-incompresible [21], [126]. 
 
1
N
i j ij
j
m W

        (3.39) 
3.3.2 Ecuación de momento  
La ecuación de conservación de momento en los medios continuos esta dada como por 
la ecuación diferencial (3.40), donde usando la aproximación (3.28)  la discretización por 
SPH del momento es dada por la ecuación (3.41). Siendo esta formulación para el 
momento la mas ampliamente usada en las aplicaciones SPH [28], [30], [77].  
 
1d
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Para (3.40) y (3.41), σ es el tensor de esfuerzos y F  es el campo de fuerzas externas. 
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3.3.3 Ecuación de energía  
La energía asociada a cada partícula es calculada usando la expresión (3.42), 
empleando la aproximación por partícula para la derivada de la forma (3.28) y las reglas 
(3.29), logrando la expresión para la energía por medio de SPH como (3.43). Sin 
embargo, esta formulación de energía viene de la formulación muy usada de mecánica 
de los medios continuos [15], [17], pero poco empleada en SPH. Por esa razón al ser una 
formulación propuesta por este trabajo, para mayor detalle sobre la discretización ir al 
Anexo A.   
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Para (3.42) y (3.43), E  es la energía, Q  es el flujo de calor y s  es el gradiente simétrico 
(conocido como  ( ) 1 / 2 ( ) / ( ) /S x x               ). 
Para el termino de flujo de calor ijQ  entre partículas se emplea la forma convectiva para 
la ecuación de conductividad de calor dada como (3.44) [77], [127]. Para su 
discretización por el método de SPH se usa la forma propuesta por P.W. Cleary y J.J. 
Monaghan (1999) [127] como (3.45), la cual a mostrado tener adecuados resultados [73], 
[77], [118]. 
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  
1
4
N
j i j i j
ij ij i ij
j i j i j ij ij
m K K T T
Q W
K K 
  
        
 rr r
     (3.45) 
 ij i j r x x          (3.46) 
Donde de (3.44) a (3.46), K  es la conductividad térmica del material, ijr  es el vector 
distancia entre las partículas, T es la temperatura y x   es el vector posición de la 
partícula. 
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3.4 Ecuaciones de estado 
Para el tensor esfuerzo (σ ) en las ecuaciones de conservación (3.41) y (3.43), el 
esfuerzo puede estar conformado en parte o totalmente por un termino de esfuerzo 
esférico [15], [17] denotado por la presión como (3.47).  
 
1 ( )
3
P Tr  σ  (3.47) 
De esta manera, para determinar la presión P  se emplea una ecuación de estado, por lo 
general en temas de mecánica de fluidos [128], [129] y mecánica de solidos [14], [99], 
que normalmente son ecuaciones en función de la densidad, la energía y/o la velocidad 
del sonido en el material [130], [131].  
La ecuación de estado en aplicaciones en fluidos por SPH son principalmente la 
ecuación de Tait [109], [128] para aplicaciones de flujo libre, la ecuación para flujo con 
Reynolds bajos aplicada por Morris en SPH [105], [129], [132] y la ecuación de gas ideal 
para flujo de gases [65], [133] (ver anexo B). En el caso de materiales solidos en SPH se 
encuentran las ecuación de estado de Muonaghan [134], aplicada en materiales en 
régimen elásticos [26], [31], [135], y la ecuación de Mie-Gruneisen [131] tal vez la mas 
ampliamente utilizada en SPH, la cual se centra en problemas con altas deformaciones 
plásticas en solidos [21], [25], [30], [136]. Estas ecuaciones de estado para solidos 
explicadas en la sección 4.2.2 del próximo capitulo. 
3.5 Correcciones en SPH 
Las correcciones a usar en SPH están orientadas a mejorar principalmente errores de 
aproximación en el comportamiento de la FS ( ijW ) cuando algunas de las condiciones de 
SPH no se cumplen en su totalidad [66], presentándose principalmente por la naturaleza 
del Kernel [114], [117], cuando el dominio de soporte no esta completamente lleno (como 
se muestra en la Figura 3-5 en la partícula i ) [65], [126], o no se cumplen las condiciones 
de Normalización (3.4) y de Dominio compacto (3.5) [105], [126]. Las correcciones mas 
recurrentes son las correcciones en el movimiento de la partícula [137], la re-inicialización 
de densidad [105], [121], [138], la re-inicialización de la función gradiente del Kernel [27], 
[87] y el tratamiento de las tensiones desestabilizadoras [26], [139]. 
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Figura 3-5. Situación de una partícula i  en la frontera en la cual el dominio de soporte no 
esta lleno. Donde i es el dominio de soporte de la partícula i .   
3.5.1  Corrección de presión por viscosidad artificial 
Es utilizada para contrarrestar las oscilaciones no físicas en los resultados numéricos de 
la presión, ayudando a una mejor difusión en los fluidos y a la disipación de energía 
[114], [137]. Es usada ampliamente por su simple aplicación en problemas de fluidos 
[140] y solidos [27]. Se puede considerara la primera corrección para las tensiones 
desestabilizadoras, sin ser necesariamente orientada solo para este fin [77], [87], [127]. 
Para este trabajo se usara la función de viscosidad artificial ij dada por (3.48) [137]. 
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Donde para (3.48), 
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  / 2ij i jh h h  , los parámetros 1C  y 2C  son del orden de la unidad, y ic  es la velocidad 
del sonido en la thi  partícula. De esta manera la ij  es introducido en las ecuaciones de 
continuidad SPH en el termino estándar en momento (3.41) y energía (3.43) dado por 
(3.49) [17]. 
 
2 2
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i j 
  
σσ 1         (3.49) 
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3.5.2 Corrección a la tensión 
Las tensiones desestabilizadoras presentes en SPH son un tema tratado frecuentemente 
en la literatura [73], [139], [141], y se presenta cuando la segunda derivada de una FS 
presenta valores negativos, que al multiplicarse con el tensor esfuerzos  , intercambia 
los valores de los esfuerzos a compresión y a tensión [139], [142]. Esto es manifestado 
mas claramente cuando el Kernel en su primera derivada al disminuir la distancia entre 
partículas, tiende a cero [140], situación que sucede con las funciones Gaussiana y B-
Spline, como se observa en las Figura 3-2 y Figura 3-3. En caso contraria en la FS Spline 
cuadrática su naturaleza cuadrática no presenta tendencia a cero para su primera 
derivada (ver Figura 3-4) y no genera tensiones desestabilizadoras [21], [27]. Por lo cual, 
la corrección por tensiones desestabilizadora se emplea cuando la naturaleza del Kernel 
a usar lo requiere [26], [30], [139]. 
Para este trabajo, se implementa la corrección de esfuerzos artificial, realizada por J.P. 
Gray y J.J. Monaghan (2001) [26], [85]. La cual presenta buenos resultados, y esta 
orientada especialmente para problemas de mecánica de solidos [26], [143], [144].  
Para el desarrollo del esfuerzo artificial, el sistema de coordenadas originales para dos 
dimensiones será denotado para el tensor de esfuerzos por los superíndices ,x y . Para 
incluir esta corrección se debe primero calcular en coordenadas rotacionales y de ahí 
devolverlo a las cartesianas. Si el ángulo de rotación de la partícula thi  es denotado por 
i , el tensor esfuerzo será diagonal si se cumple (3.50). 
   2tan 2
xy
i
i xx yy
i i


 


        (3.50) 
En el marco rotacional los nuevos componentes del esfuerzo en i  son (3.51) y (3.52). 
       2 2cos 2 cos sen senxx xx xy yyi i i i i i i i             (3.51) 
       2 2sen 2 cos sen cosyy xx xy yyi i i i i i i i             (3.52) 
Con xxi  y 
yy
i  podemos definir el componente rotacional del esfuerzo artificial R , con 
los parámetros dados por (3.53), donde   es igual a 0 , 3 . 
 2 2
0 0
0 De otra forma 0 De otra forma
xx xx
xx xxi i
i ixx yy
i iR R
 
 
 
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 
 
 (3.53) 
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Teniendo R , se convierten en las componentes del esfuerzo artificial en coordenadas 
cartesianas R  para la partícula i  con (3.54), (3.55) y (3.56). 
    2 2cos senxx xx yyi i i i iR R R         (3.54) 
    2 2sen cosyy xx yyi i i i iR R R         (3.55) 
  sen cosxy xx yyi i i i iR R R          (3.56) 
De esta manera, con los términos R , se emplea la tasa de relación entre FS actual e 
inicial ijf  dada como (3.57), donde R ij  es la separación inicial entre partículas. 
 
( , )
( R , )
i j
ij
ij
W h
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W h



x x
        (3.57) 
Por lo cual, agregamos el esfuerzo artificial en los mismo termino que la viscosidad 
artificial en (3.49) como (3.58), donde E  es tomada como 4  [26], [85]. 
  2 2 Eji ij i j ij
i j
f 
 
  
σσ 1 R + R      (3.58) 
3.5.3 Corrección del movimiento de la partícula 
Para la corrección del movimiento en la partícula, se emplea la variante propuesta por 
Monaghan de XSPH (1989) [137], la cual es dada por (3.59). XSPH consiste en 
recalcular la velocidad de la partícula iv , tomado en cuenta la velocidad promedio de 
todas las partículas vecinas discretizadas por la función de Kernel en todo el dominio de 
soporte de i  [105], [140].     
  
1
N
j
i i j i ij
j ij
m
e W

  v v v v       (3.59) 
Donde para (3.59),   / 2ij i j     y e  es una constante con valores entre cero y la 
unidad, usada para este trabajo como 0,3e  . La velocidad recalculada iv  de XSPH, es 
ampliamente usada en casos en los que se presentan altas tasas de deformación tanto 
en fluidos [145], [146] como en solidos [25], [135]. 
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3.5.4 Re-inicialización de la densidad 
En SPH el comportamiento de la variable densidad presentan por lo general grandes 
oscilaciones [10]. Por esta razón, se utilizan correcciones para la re-inicialización de la 
función del Kernel, aplicada en la densidad [126] debido a que esta es una variable del 
problema y conforma el espacio discreto en SPH ( /j jm  ) [65], [126]. Para este trabajo 
se emplean dos métodos: el filtro de Shepard [105] y Moving Least Square (MLS) [121]. 
Filtro de Shepard: El filtro de Shepard es una corrección sencilla del campo de 
densidades, la cual es una re-inicialización de grado cero, aplicada cada determinados 
pasos de tiempo, para este trabajo 30  pasos [10], [65], [107]. Esta se define como (3.60), 
donde la re-inicialización de la función del Kernel ijW  esta definido como (3.61) [126]. 
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Moving Least Squares (MLS): La aproximación de (MLS) fue desarrollada por Dilts (1999) 
[121] y ha sido ampliamente aplicada [138], [147]. Siendo esta una corrección de primer 
orden para la re-inialización del Kernel que se aplica en el  campo de densidades en la 
partícula, la cual se desarrolla como (3.62).    
 
1 1
N N
jnuevo MLS MLS
i j ij j ij
j jj
m
W m W 
 
         (3.62) 
Donde la corrección del Kernel MLSijW es evaluada por la función (3.63), donde  i iβ x  es 
el vector corrección de tamaño 1d   dado por (3.64) y ijX  es el vector distancia lineal 
aproximada (tamaño 1d  ) establecido como (3.65), ,i jx x   son los vectores posición de 
las partículas ( 1,2,3,...,d  ) y iA  es definida como (3.66). 
 MLSij i ij ijW W   β X
         (3.63) 
 1i i
β A 1          (3.64) 
      1 1 2 21 ... d dij i j i j i jx x x x x x     X     (3.65) 
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MLS al igual que en Shepard, se emplea para este trabajo cada 30  [121], [147]. 
3.5.5 Re-inicialización de la función gradiente del Kernel 
La corrección para el gradiente de Kernel es empleada para re-iniciar la función gradiente 
en las ecuaciones de continuidad como energía y momento [142] cada determinado 
numero de corridas, en este trabajo cada 40 . La corrección de gradiente empleada es la 
propuesta por Randles y Libersky (1996) [21], [22], la cual es ampliamente utilizada en 
problemas que presentan alta deformación [28], [30], [65]. 
De esta manera la corrección de Randles-Libersky esta dada para el gradiente esfuerzos 
para momento (3.40) como (3.67) y para el gradiente velocidad para energía (3.43) como 
(3.68), donde ijB  es la matriz establecida por (3.69).   
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3.6  Comparación de las correcciones y las FS en SPH 
La Tabla 3-1 realizamos el problema de “placa de alto corte” de hierro Armco [27], [87], 
donde una placa rectangular de dos dimensiones de 5,04 x 13 cm  es sometida en la 
mitad de su parte superior a una velocidad inicial de 254 m/s , empleando una FS B-
Spline, y la corrección para tensiones desestabilizadora de esfuerzo artificial [26], [87]  
(este ejemplo será tratado con mas detalle en la sección 4.7.1), mostrando para un 
tiempo de 80 s  la distribución de densidad, comparando los efectos de las corrección de 
re-inicialización de i ijW  en Randles-Libersky y la re-inicialización del ijW  en la densidad 
con Shepard y MLS, donde para todas las simulaciones se empleo la viscosidad artificial 
44 Aportes al modelado de la  formación de la viruta en el proceso de maquinado 
ortogonal de materiales metálicos 
 
( ij ). La Figura 3-6 muestra de nuevo el problema de la placa usando la combinación 
MLS, Randles-Libersky, viscosidad artificial y alternando el uso de XSPH.   
 
Tabla 3-1. Comparación de las correcciones Shepard [65], Moving Least Squares (MLS) 
[121], Randles-Libersky [22] y viscosidad artificial ( ij ) [87], para el campo de 
densidades en la placa rectangular de hierro Armco. 
DENSIDAD ( 3kg/m ) 
Corrección 
ijW  
Corrección i ijW  
sin Randles-Libersky 
Solo ij  
  
Shepard 
  
MLS 
  
 
 
Figura 3-6. Comparación del uso de la corrección para movimiento en las partículas de 
XSPH [137] para el problema de Placa en alto cortante. (a) Sin XSPH y (b) Con SPH. 
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Para un segundo análisis  de las correcciones se utiliza el problema de “Impacto de una 
placa de hierro sobre una superficie rígida” [87], [148] como se observa en la Figura 3-7, 
en la que una placa choca contra una pared rígida a una velocidad inicial de 279 m/s  
(este problema tratado en detalle en la sección 4.7.2). En esta figura se nota la 
comparación del uso de Randles-Libersky y MLS para la  distribución de velocidad en x  
para 20 s , teniendo los mismos parámetros de correcciones y FS.  
 
Figura 3-7. Comparación del problema de Impacto de una placa sobre una superficie 
rígida, empleando MLS y alternado el uso de Randles-Libersky. Para una velocidad inicial 
de 200 m/s ( 20 s ).  
Para la comparación entre los diferentes FS se usan los problemas “impacto de un 
cilindro sobre una placa de aluminio” (ver sección 4.7.3 para mayor detalle) y “la placa de 
impacto sobre la pared rígida” (ver sección 4.7.2) como se observa en la  Figura 3-8. En 
las dos simulaciones se encuentran bajo mismos parámetros, pero para dos situaciones 
de Kernel diferentes (ver  Figura 3-8), uno con B-Spline el cual requiere de la aplicación 
de la corrección esfuerzo artificial, y otra con Spline cuadrático el cual no requiere 
corrección de tensión, estas situaciones discutidas en la sección 3.5.2.   
B-Spline con esfuerzo artificial Quadratic Spline 
  
20t s  
(a) 
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B-Spline con esfuerzo artificial 
 
Quadratic Spline 
 
50t s  
(b) 
Figura 3-8. Comparación entre diferentes FS y uso de esfuerzo artificial. (a) Penetración 
de un cilindro de aluminio sobre una placa de aluminio, (b) Impacto de una placa sobre 
una superficie rígida (velocidad inicial de 279 m/s ).  
 
Se puede notar que la corrección de Shepard en la Tabla 3-1 muestra un mal 
comportamiento para la interacción entre partículas al notarse unas separaciones 
irregulares en los extremos de su parte intermedia. La corrección de Randles-Libersky no 
presenta variaciones significativas ni en la densidad, ni en la interacción entre partículas 
como se observa en la Tabla 3-1, situación tratada en trabajos como [115], [147]. Sin 
embargo, para la Figura 3-7 el caso de “placa de impacto” muestra un rango mas amplío 
de la velocidad para Randles-Libersky, situación importante para mejorar en los caso que 
se presentan altas deformaciones plásticas [21], [30] y ayuda a general una deformación 
final mas acorde al comportamiento físico [21], [24], [28]. MLS en la Tabla 3-1 y la Figura 
3-7 presenta un adecuado comportamiento comparativo de la interacción entre partículas 
y la distribución del campo de densidades.  
La Figura 3-6 muestra que XSPH es necesario para mantener una buena interacción 
entre partículas para el problema de la placa en alto cortante, al presenta una rotura 
drástica en la mitad de la placa cuando no es aplicado.  
Para el caso del Kernel encontramos que en la función Spline cuadrática  presentada en 
la Figura 3-8 (a), se pueden observan separaciones entre partículas muy irregulares en el 
cilindro de impacto en comparación con el caso de B-Spline. Mientras la situación de la 
placa de impacto de la Figura 3-8 (b) muestra un comportamiento en el que el caso de 
FS cuadrática presenta una deformación mas homogénea en todo el material, a 
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comparación del B-Spline en la que se concentra mas la deformación en la parte inferior, 
situación similar a la realidad de esta prueba de impacto [24], [102], [148]. 
De esta manera se puede concluir que la combinación mas adecuada para SPH es 
emplear la FS de B-Spline con esfuerzo artificial, la corrección de densidad de MLS y la 
re-inicialización del gradiente del Kernel de Randles-Libersky.    
3.7 Pasos en el tiempo 
La solución de las ecuaciones de SPH en el tiempo tiene varias maneras de desarrollarse 
[66], [105], entre ellas se destacan los modelos de algoritmos de Verlet [66], Beeman [10] 
y Predictor-Corrector [137]. Es aconsejable utilizar al menos un sistema de segundo 
orden de precisión para la actualización temporal [19], [65], [107]. En este trabajo solo se 
integrará para los pasos de tiempo usando el Predictor-Corrector (PC) descrito por 
Monaghan [137] y que es ampliamente utilizado [105], [115], [147], debido a que presenta 
una adecuada robustez, a la vez que tiene una buena estabilización de las variables 
actualizadas con poco error. En esta sección presentaremos la actualización temporal 
orientada exclusivamente a las ecuaciones de continuidad discretas por SPH. 
3.7.1  Actualización temporal por el sistema de Predictor-
corrector 
Considerando las ecuaciones para densidad (3.38), momento (3.41), energía (3.43) y 
velocidad  por la corrección XSPH (3.59), como se muestran en las ecuaciones de (3.70) 
a (3.73). 
 i i
d
dt
v G  (3.70) 
 

i i
d M
dt
 (3.71) 
   i iv V  (3.72) 
 i i
dE e
dt
 (3.73) 
Se puede tomar el esquema de predicción de la evolución en el tiempo para un primer 
instante como muestran las ecuaciones (3.74)-(3.77) , actualizando un paso de tiempo 
1/ 2n  para las variables velocidad ( v ), densidad (  ), energía ( E ) y posición ( x ). 
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  n n ni i i
t Gv v  (3.74) 
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 
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 n n ni i i
t M  (3.75) 
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tE E e  (3.76) 
 1/2
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   n n ni i i
tx x V  (3.77) 
Posterior a esto se calculan con las variables 1/ 2n  en las ecuaciones de densidad 
(3.34), momento (3.36), energía (3.37) y velocidad (3.52), y las nuevas tasa son 
utilizados para corregir los valores en el paso intermedio, como se muestra en (3.78)-
(3.81). 
    1/2 1/2
2
  n n ni i i
t Gv v  (3.78) 
 1/2 1/2
2
  

 n n ni i i
t M  (3.79) 
 1/2 1/2
2
  n n ni i i
tE E e  (3.80) 
 1/2 1/2
2
   n n ni i i
tx x V  (3.81) 
Finalmente, los valores son calculados para el paso final de tiempo como se muestra de 
(3.82) a(3.85). 
 1 1/22  n n ni i iv v v  (3.82) 
 1 1/22    n n ni i i  (3.83) 
 1 1/22  n n ni i iE E E  (3.84) 
 1 1/2  n n ni i ix x x  (3.85) 
3.8 Buscador de partículas para los pares 
Una parte de SPH que consume una gran cantidad de tiempo es la identificación de 
todos los pares de interacción entre partículas, siendo el objetivo de la búsqueda el 
almacenar los datos necesarios para los procesos de sumatoria en la aproximación por 
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partícula. Esta relación se da basada en la búsqueda de pares partícula a partícula, de 
los cuales existe una gran cantidad de opciones implementadas en SPH como, 
TREESPH [149], LINK LIST [124] y búsqueda de partículas vecinas mas cercanas 
(nearest neighboring particle searching, NNPS) [105]. La interacción usando la técnica de 
interacción entre parejas para este trabajo se lleva a cabo con el proceso de NNPS [19], 
[120], donde el pseudocódigo que muestra el bucle de búsqueda sobre todas las 
interacciones de las partículas se implementa como: 
NPARES=0 
DO I=1, NTOTAL 
 NPARES(I)=0                //Inicialización 
END DO 
      
DO I=1,NTOTAL-1      //NTOTAL: Numero total de partículas  
 DO J=I+1, NTOTAL 
   IF ( | ( ) ( ) |
2
i jh hx i x j 
 
   
 
) THEN  // Algoritmo de búsqueda NNPS  
     NPARES=NPARES+1     //NPARES: numero total de las interacciones de pares 
     PAR_I(NIAC)=I   //PAR_I: Arreglo que almacena la primera partícula del par 
     PAR_J(NIAC)=J      // PAR_J: Arreglo que almacena la segunda partícula del par  
   END IF 
 END DO 
END DO 
 
En el bucle mostrado arriba, NTOTAL es el número total de partículas, NPARES es el 
número total de pares de interacciones, y los arreglos PARI y PARJ contienen los índices 
de las partículas en la interacción entre pares. Como ejemplo se muestra la aplicación 
SPH para la ecuación de masa (3.38) con los datos entregados por NNPS, la cual es 
computada como: 
DO I=1, NPARES 
  DO J=1, DIM   // DIM: Dimensión del problema 
VGW=(V(PAR_I(I),J)- V(PAR_J(I),J))*DW(PARI(I),PARJ(I),X,H,J,MAXN,DIM) 
  END DO 
  DRHO(PAR_I)=DRHO(PAR_I(I))+RHO(PAR_I(I))*MASA(PAR_J(I))/RHO(PAR_J(I))*VGW                
  DRHO(PAR_J)=DRHO(PAR_J(I))+RHO(PAR_J(I))*MASA(PAR_I(I))/RHO(PAR_I(I))*VGW 
END DO 
// RHO: densidad de la partícula // MASA: Masa de la partícula  
// DRHO: Tasa de la densidad para la partícula //V=vector velocidad para la partícula 
3.9 Condiciones iniciales 
Para SPH algunas nociones son sumamente importantes en el inicio del proceso de 
solución como son la posición, la longitud suave inicial ( ih ) y la masa. 
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Para el “posicionamiento inicial” se emplea una herramienta que fije las partículas 
espacialmente, en este caso de trabajo empleamos el paquete de mallado CUBIT, en el 
cual se emplean sus nodos como las partículas discretas en el problema. Con el cual se 
desarrollan principalmente distribuciones de partículas cuadradas [140] en un marco 
cartesiano en dos dimensiones. 
La “longitud suave inicial” es indicada respecto a la separación inicial entre partículas (
x ) el cual es relacionado como se muestra en la ecuación (3.86), siendo recomendada 
por Monaghan en [73], [137].  
 1,333ih x          (3.86) 
La masa para cada partícula en los diferentes problemas es dispuesta en función de la 
densidad y la separación inicial entre partículas como se muestra en la ecuación (3.87). 
  di im x          (3.87) 
3.10 Condiciones de contorno de pared solida 
Las condiciones de contorno en SPH no aparecen de forma natural en la formulación 
[21], [150]. Cuando una partícula se aproxima a una frontera sólida, en la sumatoria en 
SPH sólo las partículas situadas en el interior (partículas reales) del sistema deben 
intervenir, sin ninguna interacción desde el exterior, de esta manera cumplir las 
condiciones (3.5) y (3.14). Sin embargo, esta situación puede generar efectos no 
realistas, cuando se presentan situaciones como la observada en la Figura 3-9 donde la 
partícula i  en la frontera no llena su dominio de soporte, y además con las condiciones 
propias que delimitan la frontera genera un comportamiento inadecuado al interactuar 
con las “partículas virtuales” que delimitan la frontera rígida [118], [151]. Debido a la 
diferente naturaleza de las variables a resolver, algunas como la velocidad disminuyen a 
cero cuando se aproximan a las fronteras, mientras otras como la densidad presentan 
altas oscilaciones en sus valores [10], [105]. Las diferentes soluciones para evitar 
problemas en los contornos consisten en la creación de varias “partículas virtuales” que 
caracterizan los límites del sistema. Básicamente, hay tres tipos diferentes de partículas 
que se pueden distinguir como, “Partículas Fantasmas” implementada por Libersky y 
Petscheck (1991) [23], y Randles y Libersky (1996) [21]; “Partículas Repulsivas” 
implementada por Monaghan (1994 y 2003) [66], [109], [140]; y “Partículas Dinámicas” 
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implementadas por Crespo (2007) y Moncho [78], [115]. Sin embargo para este trabajo 
solo se implementaron Partículas “repulsivas” y partículas “dinámicas”, las cuales 
presentan buenos resultados, combinados con una no muy excesiva carga 
computacional, la cual si se presenta con el método de “partículas fantasmas” [66], [115]. 
 
Figura 3-9. Situación de una partícula i  aproximándose a una frontera solida.   
3.10.1 Partículas repulsivas 
Las “partículas repulsivas” en la frontera son empleadas para prevenir que las partículas 
reales penetren la frontera [105]. Existen dos formas que se implementan aquí, la primera 
es una fuerza de penalización la cual es calculada usando un aproximación similar a 
como se calculan las fuerzas moleculares de la forma Lennard-Jones [109]. Si una 
partícula virtual de este tipo es vecina a una partícula real y esta se aproxima a la 
frontera, una fuerza es aplicada simétricamente en la línea central de las dos partículas 
para prevenir la penetración de los contornos [137], para este primer caso se usa la 
ecuación (3.88). 
 
1 2
0 0 0
2
0
1
0 1
n n
ij
ij ij ij ij
ij
ij
xr r rD
r r r r
FB
r
r
     
                 



     (3.88) 
Donde para (3.88) los parámetros 1 2,n n son usualmente tomados como 12  y 4  
respectivamente, D  es un parámetro dependiente del problema, y debe ser elegido para 
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estar en la misma escala que el cuadrado de la velocidad mayor del problema y or  es la 
distancia menor a la cual las partículas reales se pueden aproximar a la frontera. Sin 
embargo, los factores D  y or , no son sencillas de calibrar en problemas de alta 
deformación y pueden presentar en su aplicación unas condiciones de frontera poco 
realistas donde se presenta penetración de las partículas o una excesiva restricción de 
movimiento [77], [145]. 
La segunda “partícula de repulsión” usada en este trabajo fue propuesta por Monaghan 
(2004) [66], proponiendo la función fuerza ( , )N Tij ijB r r como (3.89). 
 ( , ) ( ) ( )N T T Nij ij ij ijB r r r r         (3.89) 
De esta manera, esta definida por ( ), ( )N Tij ijr r   respectivamente como (3.90) y (3.91). 
 
(1 ) 0
( )
0 De otra forma
N
ij N
N ij
ij
r
r x
r p

   
 


      (3.90) 
Donde para (3.90), p  es el espacio entre partículas en la frontera, que por lo general es 
la mitad del especio entre las partículas reales [73], [105] y Nijr  es la distancia normal 
entre partículas. Este factor asegura que partículas que se mueven paralelas a la frontera 
siempre percibirán la misma intensidad de fuerza [77].  
La condición principal de la función ( )Tijr  es que aumenta a medida de que disminuye la 
distancia tangencial ( Tijr ) evitando la penetración de la frontera. Monaghan en (2004) [66] 
elige una forma relacionada con el gradiente de la B-Spline con el argumento 
T
ij
T
r
q
h
  
para definir la función ( )Tijr  como (3.91). 
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     (3.91) 
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Donde para (3.91) 
0,02
T
ij
c
r
  , Tijr  es la distancia tangente entre partículas y c  es la 
velocidad del sonido en el material. Este segundo método sin embargo presenta 
complicaciones al generar condiciones oscilatorias en las variables de las partículas 
reales cercanas a la frontera [146], [152].Para aplicar las fuerzas repulsivas tanto ijFB
como ( , )N Tij ijB r r , se ingresan en el problema de continuidad como la fuerza externa ( iF )  
de la ecuación de continuidad del momento en (3.41).  
3.10.2 Partículas dinámicas 
Estas “partículas virtuales” entran en la sumatoria de las ecuaciones de continuidad y de 
estado como las partículas reales, pero su posición es fijada o cambia con respecto a 
una imposición externa [78], [115]. Una ventaja interesante de este método de frontera es 
su simplicidad computacional, ya que se puede calcular en el interior de los bucles de las 
partículas reales sin necesidad de crear subrutinas alternas [78], [115], [153]. Este 
método presenta buenos resultados físicos básicamente en el comportamiento de la 
distribución de variables como velocidad y densidad en la interacción con la frontera 
[147], [151], ayudando a un mejor comportamiento del dominio de soporte de las 
partículas cercanas a los bordes (3.5). Sin embargo, es habitual en problemas de alta 
tasa de deformación que las partículas reales penetren las fronteras [78], [151].   
3.10.3 Implementación de las condiciones de contorno 
Para la implementación de las fronteras en este trabajo, se desarrolla una mezcla entre 
partículas “virtuales dinámicas” y de “repulsión”, la cual se presenta en este trabajo como 
“Partículas Virtuales Dinámicas Repulsivas” (PVDR). La cual consiste simplemente  en la 
aplicación de una pared de partículas virtuales de espesor 2h , asegurando un dominio 
de soporte mas completo en las partículas mas cercanas a la frontera [154], [155], y una 
separación entre partículas virtuales de la mitad de la separación de las partículas reales 
( x ) (ver Figura 3-10).  
54 Aportes al modelado de la  formación de la viruta en el proceso de maquinado 
ortogonal de materiales metálicos 
 
 
Figura 3-10. Configuración inicial entre partículas reales y virtuales. Donde x es la 
separación inicial entre partículas y h  la longitud suave. 
  
En la parte de repulsión de las partículas virtuales se usa el método de Monaghan [66] 
definido por la ecuación (3.89), el cual presenta un mejor comportamiento en la 
implementación de PVDR para los propósitos de este trabajo sobre materiales solidos 
[26], [28], [30], como se observa en la Figura 3-11 donde la comparación entre partículas 
de repulsión para el problema de impacto a 279 m/s  de una placa de hierro Armco sobre 
una superficie completamente rígida (ver sección 4.7.1 para mayor detalle), el primer tipo 
definido por la fuerza repulsiva ijFB en (3.88) [137] y la segunda dada por ( , )
N T
ij ijB r r en 
(3.89) [66], en la cual se nota un comportamiento mas adecuado para los requisitos de 
este trabajo, en el segundo tipo al poder representar un deslizamiento de las partículas 
en la parte inferior [24], [87] en comparación al tipo uno que no genera deslizamiento en 
la superficie rígida.  
En la parte dinámica de las partículas de la frontera se agregan las mismas variables 
iniciales que las partículas reales, actúan con las ecuaciones de continuidad y ecuación 
de estado con las partículas reales, pero no presentan actualización temporal ni en la 
velocidad ni en la posición, y están fijas o se mueven con respecto a una condición 
externa [115], [147]. En la Figura 3-12 se muestra el problema de impacto a 211 m/s  de 
una placa de hierro sobre una superficie completamente rígida en un tiempo de 4 s (ver 
sección 4.7.1), donde se muestra la comparación entre PVDR y partículas repulsivas, en 
el cual se denota que PDVR presenta una mayor uniformidad de la distribución de la 
densidad en la frontera comparado con los resultados del método de repulsión, el cual 
presenta mayores oscilaciones en esta variable (ver Figura 3-12).  
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Figura 3-11. Partícula de repulsión 1: fuerzas moleculares de la forma Lennard-Jones 
[109] y Partícula de Repulsión 2: propuesta por Monaghan en 2004  [66], para el 
problema de impacto de una placa sobre una superficie completamente rígida a 279 m/s   
(50 s ). 
 
(a) 
 
(b) 
Figura 3-12. Comparación de PVDR y partículas de repulsión. (a) Particula de repulsión y 
(b) PVDR para el problema de Impacto de una placa sobre una superficie rígida a 
211 m/s ( 4 s ).  
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3.11 Implementación SPH 
Para concluir este capitulo mostramos en la Tabla 3-2 el resumen de las ecuaciones de 
continuidad densidad (3.92), momento (3.94), energía (3.95) y la conducción de calor 
(3.96), con los términos de las correcciones viscosidad [20], [87] y esfuerzo artificial [26], 
donde además de colocar la notación matricial y vectorial en las formulaciones se 
mostrara también en notación tensorial, empleando los superíndices ,   para definir las 
direcciones coordenadas y  como el operador delta Kronecker [15].    
 Y en el diagrama de flujo de la Figura 3-13 se describen los pasos a grandes rasgos de 
la implementación de la metodología de SPH aplicada a las ecuaciones de  continuidad. 
Tabla 3-2. Resumen de las ecuaciones de continuidad densidad, momento y energía, con 
los términos de las correcciones viscosidad ( ij ) y esfuerzo artificial  Eni j ijf  R R . 
Ecuación de masa 
Considerando la densidad una aproximación a la continuidad: 
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 (3.92) 
Considerando la densidad una sumatoria: 
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Ecuación de momento 
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Ecuación de energía 
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Figura 3-13. Diagrama de flujo se describen de la implementación de la metodología de 
SPH aplicada a las ecuaciones de  continuidad.

  
 
4 El método de SPH en Mecánica de Solidos 
de alta velocidad de deformación 
En los capítulos anteriores se hizo la descripción del método SPH como una técnica libre 
de malla desarrollada para la solución computacional de problemas en mecánica de los 
medios continuos [105], [120]. Esta técnica es ampliamente usada para solucionar 
problemas de mecánica de fluidos y solidos [65], [77]. En esta sección se presenta el uso 
de SPH para mecánica de solidos en materiales metálicos.   
El primer trabajo destacado de aplicación de resistencia de materiales en SPH fue 
realizado por Libersky y Petshek en 1991 [23]. Desde entonces varios autores han 
implementado SPH en mecánica de solidos [28], [85], centrándose en varios tópicos de 
trabajo como fractura [28], deformación en régimen elástico [26] y plástico [27], y 
aplicaciones en procesamiento de materiales donde se presentan altas deformaciones 
como extrusión [31], forja  [32] y maquinado [36]. 
La aplicación del método de SPH en mecánica de solidos usa las ecuaciones 
conservativas de la mecánica de los medios continuos, como las ecuaciones de energía, 
momento y densidad. En este trabajo incluimos los términos lineales (de deformación 
elástica) usando la ley de Hooke [99] para describir los términos no diagonales del tensor 
esfuerzos [14], siendo modificados para describir el comportamiento pos-elástico usando 
una relación del criterio de fluencia de von Mises, el cual se determina empleando el 
modelo visco-plástico de Johnson-Cook [102]. Mientras la parte esférica del tensor 
esfuerzos [15] es implementada usando la ecuación de estado de Mie-Gruneisen 
orientada principalmente a problemas de alta deformación en materiales solidos [11], 
[131]. De esta manera, el modelo queda establecido como un modelo perfectamente 
elástico-plástico para el comportamiento de los esfuerzos y las deformaciones [28], [85], 
[136]. 
El presente capitulo presenta la aplicación de SPH para la simulación de altas 
deformaciones con resistencia de materiales. Donde se deberá modelar de forma 
adecuada el régimen elástico, la transición entre deformación reversible e irreversible y el 
posterior régimen plástico [16]. Para esto se realiza una sección en este capitulo donde 
se mostrará de forma descriptiva la implementación de SPH en sólidos.  Para finalizar se 
desarrollan tres problemas benchmark, los cuales se usaron para validar el 
comportamiento del modelo SPH con respecto a otros modelos y a valores 
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experimentales. Los problemas benchmark implementados fueron: plano de alto corte  
(High Shear Plane) [27], [87], impacto de una placa sobre una superficie solida (impact of 
a plate against a rigid surface) [22], [136] y penetración de un cilindro sobre una placa 
(penetration of a cylinder through a plate) [29], [136].  
4.1 Modelo de continuidad en SPH para solidos   
El método de SPH aplicado a modelos de mecánica de solidos, integra las ecuaciones 
tradicionales de continuidad de masa, de momento,  y de energía, iguales a las tratadas 
en el capitulo 3. De esta manera, las ecuaciones de conservación transformadas por 
SPH estarán dadas, para la masa como la ecuación (3.92), para momento como la 
ecuación (3.94)  y para energía como la ecuación (3.95). Es importante decir que las 
ecuaciones (3.92), (3.94) y (3.95) no son la única forma de discretización por SPH para 
las ecuaciones de continuidad [65], [124] pero las empleadas aquí son las mas 
frecuentemente usadas en la literatura y en particular para problemas de mecánica de 
solidos [135], [136], [28].  
4.1.1 Temperatura en solidos  
En el modelo desarrollado, se considera que toda la energía es convertida en calor 
(aumento de temperatura), de esta manera la temperatura estará dada para cada 
partícula por la ecuación (4.1), donde vC  es calor específico del material de trabajo. 
i
i
v
ET
C
          (4.1) 
4.2 Tensor esfuerzos  
Para el calculo del tensor esfuerzo el cual es utilizado en las ecuaciones de conservación 
de momento (3.94) y de energía (3.95), se usan los principios de Ley de Hooke 
generalizada, en la que se considera una proporcionalidad multidimensional suponiendo 
la linealidad de la relación entre los componentes del tensor de esfuerzos σ  y de 
deformaciones ε [15]. De esta manera, considerando las propiedades del material como 
isotrópicas [15], la ecuación constitutiva para material elástico lineal isotrópico (ley de 
Hooke) [15], [17] estará dada por (4.2). 
 Tr( ) 2  σ ε ε        (4.2) 
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Donde ,   son conocidas como las constantes de Lamé que caracterizan el 
comportamiento elástico del material y que deben ser obtenidas experimentalmente [17]. 
Las constantes de Lamé se representan en función del modulo elástico E y el coeficiente 
de Poisson   como (4.3) y (4.4) [15].  
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       (4.3) 
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E




        (4.4) 
Sin embargo, para el planteamiento del problema en este trabajo, nos será más útil 
considerar la ley de Hooke en la descomposición del tensor σ  en sus partes deviatoricas 
y esféricas como (4.5). 
1 Tr( )
3 esf
   σ σ σ σ        (4.5) 
Donde para (4.5) la parte deviatorica de los esfuerzos σ , es dada como (4.6), obtenida 
por medio de ley de Hooke, relacionando el deviatorico con la constante de Lamé  , 
mejor conocida como el modulo de elasticidad a cortante [15], [99], y el componente 
deviatorico del tensor de deformaciones ε . 
 2σ ε          (4.6) 
Donde ε  es definido como (4.7). 
  1 Tr
3
 ε ε ε        (4.7) 
Mientras para la parte esférico del esfuerzo esfσ  en (4.5), es relacionado con la presión 
P  como (4.8), con el fin de poder definir P  por medio de una ecuación de estado para 
solidos [21], [131], la cual no solamente podrá relacional la proporcionalidad de la 
componente esférica por ley de Hooke [15], si no que tendrá en cuenta componentes 
como energía interna y cambio de densidad [22], [25]. 
 
1 Tr( )
3 esf
P    σ σ        (4.8) 
Mediante (4.6) y (4.8), la ecuación (4.5) podría establecerse ahora como (4.9).  
 2 P σ ε 1         (4.9) 
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Sin embargo, el manejo de la componente esférica y deviatorico del tensor de esfuerzos 
en el rango elástico, es un poco más complejo que el tratamiento dado hasta ahora y por 
esta razón se mostrara en detalle en las secciones siguientes.      
4.2.1 Parte deviatorica del tensor esfuerzo 
Se implementa el tensor de tasa de esfuerzos deviatoricos en la ecuación (4.10), el cual 
se basa en la ley de Hooke de la ecuación (4.6), donde se implementa el tensor de tasa 
de deformaciones deviatorica ε  en vez de la ε  [21], [26], [85]. 
2σ ε            (4.10) 
Donde ε  esta dada como (4.11) y el tensor tasa de deformaciones ε  esta dado como 
(4.12),  
 1 Tr
3
 ε ε ε 1           (4.11) 
1 ( )
2
S     ε v v v       (4.12) 
La ecuación (4.10) es definida por la componente del tensor ε , el cual representa la 
parte irrotacional o simétrica del gradiente velocidad, como se ve en (4.12). Sin embargo, 
la parte rotacional de ε  debe ser tenida en cuenta por σ , si no, la respuesta rotacional 
del material será inadecuada [22], [25], [85]. De esta manera, la ecuación (4.10) es 
modificada según el criterio de la tasa de Jaumann [26][25], ampliamente usada para 
casos de pequeñas rotaciones [21], [85], la tasa de esfuerzos deviatorica es dada por la 
ecuación (4.13).  
2d
dt
    
σ
ε ω σ σ ω
            (4.13) 
Así, la ecuación (4.13) esta relacionada con el tensor rotacional de la tasa de 
deformación ω , dado como la ecuación (4.14), donde A  es el gradiente anti-simétrico. 
1 ( )
2
A     ω v v v      (4.14) 
Las ecuaciones (4.12) y (4.14) son discretizadas por el método de SPH [23], [27] como 
las ecuaciones (4.15) y (4.16) respectivamente (presentadas en notación vectorial y 
tensorial) [15], [17]. 
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De esta manera, la variable σ  es actualizarse cada paso de tiempo por medio de la 
ecuación (4.13) y así la parte deviatorica del tensor de esfuerzos es incluida en (4.5).   
4.2.2 Ecuación de estado en mecánica de solidos 
El componente esférico del tensor esfuerzos en (4.5), definido en función de la presión 
como (4.8), es normalmente establecido para problemas en solidos por una ecuación de 
estado, por lo regular en función de la densidad (i.e ( )P P  ) o en función de la energía  
(i.e ( , )P P E ). Para ( )P P   se usa frecuentemente la conocida ecuación de 
Muonaghan [26], [134] dada por la ecuación (4.17).  
2
0( )P c           (4.17) 
La ecuación de estado (4.17) esta en función del P , la densidad de referencia 0  y  la 
velocidad del sonido en el material c . Esta ecuación con la característica de despreciar 
los efectos térmicos y ser empleada en problemas con  bajas deformaciones [26], [85].  
Para las ecuaciones de estado ( , )P P E , es ampliamente utilizada la propuesta por 
Mie-Gruneisen [27], [156], dada como la ecuación (4.18) [131]. 
 1( , ) 1 ( )
2 H
P E P E         
 
    (4.18)  
Donde para (4.18), HP  se refiere a la presión obtenida por la curva de Hugiot [131] dada 
por la ecuación (4.19), la cual esta definida por el cambio de densidad   en (4.20) y los 
parámetros 0 0 0, ,a b c  en las funciones (4.21), en la que  se relaciona la velocidad de la 
partícula sS , c  y 0 . Además, la ecuación Mie-Gruneisen es aplicada para problemas 
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de alta deformación [22], [25], [27] y es reconocida por tener en cuenta la sensibilización 
por energía [131], [157]  
 
2 3
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0
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      (4.21) 
La variable velocidad del sonido en el material ( c ) en este trabajo se calcula por la 
relación con el modulo másico mK  y 0  como la ecuación (4.22) [11], [26], donde a su 
vez mK  esta dado en la función (4.23) dependiente de    y   [15], [17]. 
 
0
mKc

         (4.22) 
 
 
 
2 12
3 1 2m
K





       (4.23) 
4.2.3 Comparación entre ecuaciones de estado de Mie-Gruneisen 
y Muonaghan 
Se realiza una comparación entre las ecuaciones de estado de Mie-Gruneisen y 
Muonaghan, usado el problema ”placa de alto corte” [27], [87], en la que una placa 
rectangular de hierro Armco en dos dimensiones es sometida a un velocidad inicial de 
254 m/s  en la mitad de su parte superior (este ejemplo será tratado con mas detalle en 
la sección 4.7.1).  
En la Figura 4-1 vemos el comportamiento de las ecuaciones de estado en la variable 
presión y sus efectos en la distribución de temperatura y densidad, para un tiempo de 
80 s . Se observa que el comportamiento de Mie-Gruneisen en la Figura 4-1, tiene una 
relación directa de la presión con el aumento de temperatura (Figura 4-1 (a) y (b)), 
mostrando su dependencia térmica. Mientras la distribución de la densidad en la presión 
genera variación en la parte externa de la distribución en un comportamiento 
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inversamente proporcional entre ambos (Figura 4-1 (a) y (c)). Por lo cual, Se puede 
afirmar que la ecuación de estado de Mie-Gruneisen esta en función tanto de la variación 
másica como energética [131].   
Para la ecuación de estado de Muonaghan al comparar la distribución de presión con 
temperatura (Figura 4-1 (a) y (b)) no presenta ninguna relación entre la distribución de 
ambas. Mientras con la Figura 4-1 (a) y (b) se aprecia un comportamiento proporcional 
de la densidad con la presión. Esto muestra la dependencia de Muonaghan solo en la 
variación de la densidad.  
Se puede notar en la Figura 4-1(a) que la ecuación de Mie-Gruneisen además de mostrar 
dependencia de la energía y la densidad, presenta un distribución de presiones mayores 
a las obtenidas por Muonaghan (del orden de diez veces más). Por estos motivos, la 
ecuación de estado de  Mie-Gruneisen en este trabajo es empleada para determinar el 
componente esfσ del tensor de esfuerzos, para las simulaciones de procesos de alta 
deformación de metales, para los que en SPH ha sido ampliamente aplicada [22], [24], 
[136].  
Ecuación de estado Mie-Gruneisen Ecuación de estado Muonaghan 
Presión (Pa) 
  
(a) 
Temperatura (K) 
  
(b) 
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Densidad (kg/m2) 
  
(c) 
Figura 4-1. Problema de la ”placa de alto corte de hierro Armco” para la comparación del 
comportamiento de las ecuaciones de estado de Mie-Gruneisen y Muonaghan 
mostrando, (a) Presión, (b) Temperatura y (c) Densidad. 
4.3 Superficie de fluencia 
Para identificar el régimen plástico se hace fundamental identificar la existencia de un 
dominio elástico inicial ॱఙ଴  (ver Figura 4-2), que puede escribirse de la forma (4.24). 
ॱఙ଴ = {ߪ	|	݂(ߪ) ≡ ߪ − ߪ௘ < 0}      (4.24) 
Donde ॱఙ଴  determina a su vez un dominio en el espacio de tensiones delimitado por la 
superficie de fluencia inicial ߲ॱఙ଴   definido como (4.25) [15]. 
߲ॱఙ଴ = {ߪ	|	݂(ߪ) ≡ ߪ − ߪ௘ = 0}     (4.25) 
De esta manera, es claro de las definiciones (4.24) y (4.25) que la función para evaluar el 
esfuerzo ݂(ߪ), estará dentro ॱఙ଴  cuando sus esfuerzos sean menores al esfuerzo último 
elástico (ߪ௘), considerando esta como la magnitud limite del comportamiento elástico 
lineal del material.  
Por lo tanto, la superficie de fluencia inicial nos indicara el comienzo de la plasticidad o 
del fallo dependiendo del comportamiento pos-elástico. De esto se puede concluir que: 
 Si e   entonces el material esta en régimen elástico. 
 Si e   entonces el material esta en régimen de fluencia o pos-elástico.  
De ahí, la importancia de la superficie de fluencia inicial y el interés de formular las 
ecuaciones matemáticas que la determinen de forma adecuada y que permitan además 
la distinción entre el comportamiento elástico y el comportamiento pos-elástico [15]. 
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Figura 4-2. Identificación del Dominio elástico y límite de fluencia en los materiales. 
Donde   esfuerzos, e  esfuerzo último del régimen elástico, 1 2 3, ,    son los 
esfuerzos principales, ॱఙ଴  el dominio elástico inicial y ߲ॱఙ଴  la superficie de fluencia inicial. 
(Grafica modificada de [15]). 
4.3.1 Definición del criterio de fluencia por JC  
Para definir la superficie de fluencia se utilizó el criterio de von Mises (VM) [14], [16], el 
cual es adecuado “como criterio de fallo o de rotura en metales, en los que, típicamente, 
estados de tensión hidrostáticos (tanto tensión como compresión) tienen un 
comportamiento elástico y la rotura se produce debido a la presencia de componentes 
deviatoricos de la tensión” (X.O. Olivella y et. Al 2000). Es importante señalar que este 
criterio es adecuado para metales no porosos y en los que se presente fluencia en 
circunstancias isotrópicas. De esta manera, el criterio de VM esta definido por la 
identidad (4.26).  
( ) 0vm eq eF           (4.26) 
Esta ecuación indica que la función de fluencia vmF , cuando se cumple el criterio VM es 
igual 0vmF  , es decir, ocurre cuando el esfuerzo último e  es igual al esfuerzo 
equivalente eq  [14–16].  
Con el fin de definir la superficie de fluencia independiente del sistema de referencia 
(material isotrópico), que es formulado en el espacio de tensiones principales, la 
ecuación matemática que describe el eq , suele platearse en función de las invariantes 
del esfuerzo o/y su parte deviatoricas [14], [15], [17]. En el criterio de VM, la superficie de 
fluencia en (4.26) solo dependerá de la segunda invariante del tensor esfuerzos 
deviatoricos ' 2J [15], así el eq  es definido como (4.27) y la 
'
2J  es dada como (4.27). De 
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esta manera, todos los puntos de la superficie de fluencia vendrán caracterizados por un 
mismo valor de ' 2J  [15].  
'
23eq J          (4.27) 
'
2
1 :
2
J  σ σ          (4.28) 
Entonces se considera para el criterio de VM que: 
 La fluencia será independiente de los esfuerzos esféricos. Debido a que vmF  es 
independiente de P , siendo esta definida solo en términos de los esfuerzos 
deviatoricos σ . 
 La fluencia en metales policristalinos pueden ser tomados como materiales isotrópico 
(esta consideración viene de considerar el volumen del material a fluencia 
compuesto de una gran cantidad de micro-granos [98]). De ahí vmF  pude ser 
considerada una función simétrica de σ . 
  La medida del esfuerzo a fluencia en compresión debe tener la misma magnitud a la 
medida del esfuerzo a fluencia en tensión. Por tal motivo, vmF  debe ser una función 
par de σ  [16]. 
Para definir la superficie de fluencia inicial por lo regular en modelos de alta deformación 
aplicados en problemas como: balística [156], conformado de materiales [6] y en 
procesos de maquinado [13], [38] son definidos por algún modelo seudo-empírico [158], 
siendo los mas comúnmente aplicados en métodos numéricos Johnson-Cook [159], 
Zerilli-Armstrong [4], [38], Oxly [44], [100] y Maekawa [3], [160].  
Uno de los modelos para definir el limite elásticos ߲ॱఙ଴   para el tratamiento de plasticidad 
por el criterio de VM, es el modelo termo-visco-plástico de Johnson-Cook (JC) [102], 
[148], siendo el mas ampliamente usado en altas deformaciones [22], [86], [161] y 
definido como la ecuación (4.29).  
  0
0 0Elástico-Plástico Viscosidad Suavizado
1 ln 1
m
n eqJC
eq eq
m
T TA B C
T T

 

                         


  (4.29)  
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El modelo JC se considera dependiente, de la deformación plástica, la tasa de 
deformación plástica y la variación de la temperatura [162]. De esta manera, nos entrega 
un esfuerzo ultimo JCe  que indica el limite de fluencia para cada instante de la ߲ॱఙ଴ . 
El modelo de JC es una ecuación multiplicativa, donde cada parte de su ecuación (4.29)
agrega un efecto generado en materiales sometidos a altas deformaciones, siendo estos 
efectos:  
 Parte Elástico-plástico donde se agrega el comportamiento de re-endurecimiento a 
causa de la deformación permanente [15]. Constituida por las constantes propias del 
material [159], esfuerzo de fluencia inicial A ,  coeficiente de resistencia del material 
B , coeficiente exponencial de re-endurecimiento del material n  y la variable 
deformación equivalente eq  definida como la ecuación (4.30) en función de ε . 
2 3 :
3 2eq
  ε ε         (4.30)  
 Parte Viscosidad para incluir los efectos de sensibilizado del material a causa de la 
tasa de deformación [13]. Esta es definida por la constante [148], coeficiente de 
sensibilizado por la tasa de deformación C , la tasa de deformación de referencia 0  
( 0 1  ), y la variable tasa de deformación equivalente como la función (4.31). 
2 3 :
3 2eq
  ε ε           (4.31) 
 Parte Suavizado encargada de integrar los efectos térmicos del material a altas 
deformaciones [162]. Constituida por la constante coeficiente de suavizado térmico 
m , la temperatura ambiente 0T , temperatura de fundición del material mT  y la 
variable temperatura T .  
4.4 Régimen plástico 
El modelado de elástico-plástico se lleva a acabo, para representar el comportamiento 
mecánico de materiales que van a sobrepasar la ߲ॱఙ଴  a causa de ciertas cargas a 
esfuerzo o a deformaciones; dicho comportamiento pos-elástico dejara de ser posible de 
representar por medio de modelos elásticos [15][14]. De esta manera, la plasticidad 
introduce dos grandes modificaciones sobre la elasticidad lineal, como son: 
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 La pérdida de linealidad, las tensiones ya no son proporcionales a las 
deformaciones. 
 La aparición del concepto de deformación plástica o permanente. De esta forma 
una parte de la deformación que se genera durante el proceso de carga no se 
recupera durante el proceso de descarga.  
Para explicar un modelo fenomenológico elástico-plástico, mostramos el ejemplo 
ampliamente usada de una barra a tensión [163][98]. Se considera una barra de acero de 
longitud ℓ y sección transversal A  sometida a una fuerza de tracción F  en sus 
extremos. El esfuerzo en la barra será /F A   y la deformación de la misma puede 
ser estimada como  . Sometida la pieza a varios ciclos de carga y descarga se obtiene, 
típicamente, una respuesta, en términos de la curva tensión-deformación   , como se 
indicada en la Figura 4-3 [15]. 
Analizando el primer ciclo se observa que, mientras la tensión no supera el valor e  que 
nos representa el límite elástico en 1 , el comportamiento lineal caracterizado por el 
módulo elástico E  ( E  ), y la no existencia de deformaciones irrecuperables. Para 
tensiones superiores a e , el comportamiento deja de ser elástico y parte de la 
deformación no se recupera ante una eventual reducción a cero de la tensión (punto 3 ), 
apareciendo una deformación remanente denominada deformación plástica p . Sin 
embargo, durante la descarga de tensión en 2 3  el comportamiento vuelve hacer, al 
menos de forma aproximada incrementalmente elástico ( E    ). Lo mismo ocurre 
en la posterior recarga 3 2 , produciéndose un comportamiento incremental elástico, 
hasta que la tensión alcance, en el punto 2 , el máximo valor que había alcanzado 
durante el proceso de carga. A partir de este punto el comportamiento deja de ser 
incrementalmente elástico (como si el material recordara la máxima tensión a la cual 
había estado sometido previamente). Un siguiente ciclo carga-descarga-recarga 
2 4 5 4    pone de nuevo de manifiesto que durante el tramo 2 4  se ha generado 
más deformación plástica, que aparece en forma de deformación permanente en el punto 
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5 , y también más deformación elástica ( e ), entendida como aquella parte de la 
deformación que sí se recupera durante el tramo de descarga 4 5  [15]. 
 
Figura 4-3. Ciclos de carga-descarga-recarga.  Donde E  modulo de elasticidad,   
esfuerzo, e  esfuerzo ultimo,   deformación, 
e  deformación elástica y deformación 
plástica p . (Grafica modificada de  [15]). 
4.4.1 Descomposición de deformaciones en régimen plástico 
Dentro del régimen plástico es sumamente importante definir las componentes de la 
deformación. Como se ha reseñado previamente la deformación puede estar compuesta  
de una parte elástica e  (reversible) y otra plástica p  (irreversible). Se muestra en la 
Figura 4-4 la idealización del comportamiento de esfuerzo-deformación el cual puede ser 
obtenido de una prueba puramente de tensión uniaxial [16]. El régimen perfectamente 
plástico tiene la característica de mantener el esfuerzo en su parte plástica igual al 
esfuerzo de fluencia durante el incremento de la deformación. Mientras que el régimen de 
endurecimiento lineal plástico al contrario del régimen perfectamente plástico incrementa 
su esfuerzo en relación a la deformación [14]. De esta forma, la deformación estará 
compuesta por la expresión (4.32). 
e p            (4.32) 
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Figura 4-4. Descomposición clásica de deformación en sus partes plástica y elástica. 
Donde E  modulo de elasticidad,   esfuerzo, e  esfuerzo ultimo,  deformación,  e  
deformación elástica y deformación plástica p . (Grafica modificada de [16]). 
 
En varias situaciones practicas, para casos de alta deformación en metales, como en 
problemas de impacto y procesamiento de materiales, se tienen unas deformaciones del 
orden de 1-4 con respecto a la dimensión inicial, que en comparación con la deformación 
del rango elástica que presenta valores del orden de 0.001 (del 0.1% de la deformación 
total) son muy altas [16]. Por tal circunstancia, en estos casos es enteramente razonable 
hacer la suposición de que  0 e  tal que  p , suposición que se utilizara a lo largo 
de este trabajo. 
4.5 Aplicación de criterio de von Mises para régimen 
plástico empleando JC  
Un criterio de plasticidad existe siempre y cuando la aplicación en un material resulte de 
una deformación permanente o plástica [15] cuando sobrepasa ߲ॱఙ଴ . En este estudio el 
comportamiento plástico es considerado a causa del tensor deviatorico del esfuerzo, al 
considerar la deformación plástica solo a causa de la deformación plástica deviatorica 
[17]. De esta forma, se emplea el criterio de von Mises para limitar el tensor esfuerzo 
deviatorico por la expresión (4.33) para el comportamiento pos-elástico [25], [105], [143]. 
fσ σ          (4.33) 
Donde para la ecuación (4.33), f  la definimos como una función escalar que variara de 
1 a 0, donde cuando 1f   el material esta en el régimen elástico y cuando esta 1 0f   
se encontrara en régimen plástico. Esta constante es un coeficiente de plasticidad, que 
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se considera isotrópico para todos los σ  [22], [25]. Que debe relacionar el cambio del 
comportamiento lineal y no lineal (deformación permanente y no permanente) del tensor 
σ . De esta manera, para realizar esta relación se utiliza el criterio de von Mises y el 
modelo de Johnson-Cook. Teniendo en cuenta (4.26) y (4.29), se define que JC al 
entregar el esfuerzo de VM o esfuerzo ultimo de elasticidad ( JCe e  ), nos define la ߲ॱఙ଴  
para las condiciones dadas en ese instante, de tal manera, podemos definir el valor de 
f  según (4.34) en relación al criterio de fluencia de VM y JC. 
1 Elástico
0 1 Plástico
JC
e eq
JC
e eq
f
f
 
 
 
  

        (4.34) 
 Al considerar el régimen plástico en (4.34) cuando JCe eq  , la f
 en (4.33), deberá 
generar una reducción de σ  cada vez que eq  sobre pase la ߲ॱఙ଴ . Este comportamiento 
se  relaciona como (4.35), en el que se puede observar que el coeficiente f  presenta 
una reducción con un comportamiento exponencial cuadrático en el tensor σ , de esta 
manera, se logra intensificar el comportamiento en el régimen plástico, y se muestra una 
mejor descripción del régimen de deformación permanente [14], [23]. Esta relación muy 
aplicada en procesos de alta deformación de metales usando el método de SPH [23], 
[25], [135]. 
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4.6 Implementación del modelo SPH en solidos 
La aplicación de SPH en problemas de resistencia de materiales como hemos notado 
tienen algunas particularidades, en especial en el paso del régimen elástico al plástico. 
Por este motivo, se hace pertinente mostrar de forma mas detallada las etapas del 
modelo de mecánica de solidos por SPH utiliza en este trabajo. Para mostrar el 
planteamiento del problema. 
Se ilustrara a grandes rasgos el comportamiento general del análisis de mecánica de 
solidos, ya mostrado por medio de las secciones a seguir y de un diagrama de flujo en la  
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Figura 4-5, donde se resumen todos los pasos de implementación del modelo de solidos 
y las funciones a usar.  
 
Figura 4-5. Diagrama de flujo para el modelo de solidos en alta deformación en SPH. 
4.6.1 Entradas modelo SPH en solidos 
Para el caso en solidos se tienen en cuenta las variables de entrada para cada partícula 
como posición inicial, presión inicial, energía inicial, velocidad inicial, temperatura, 
El método de SPH en Mecánica de Solidos de alta velocidad de deformación  75
 
densidad, masa, modulo de elasticidad a cortante, calor específico, conductividad 
térmica, delta de tiempo, tiempo total de la prueba, constantes de la ecuación de estado 
de Mie-Gruneisen y del modelo de Johnson-Cook. Estas entradas pueden variar con 
respecto al problema, pero para el modelo de SPH en altas deformaciones implementado 
en este trabajo serán las variables recurrentes para la entrada. 
4.6.2 Condiciones de frontera para pared rígida    
Como se ha tratado en la sección 3.10 de forma mas detallada, este trabajo utiliza 
condiciones de frontera para pared rígida con la mezcla partículas virtuales dinámicas y 
de repulsión llamadas en este trabajo Partículas Virtuales Dinámicas Repulsivas (PVDR)  
[137], [145].  
4.6.3 Ecuación de estado y método de SPH en continuidad 
Como ya se definió en la sección 4.2.2, la ecuación de estado empleada es la de Mie-
Gruneisen (4.18) usada para introducir las presiones en el tensor esfσ  en (4.5). Mientras 
tanto la continuidad es dada por las ecuaciones discretizadas por SPH: densidad (3.92), 
momento (3.94) y energía (3.95) (para mayor claridad ver Figura 4-5).  
4.6.4 Régimen de elasticidad lineal 
Para la elasticidad lineal se emplea la ley de Hooke en el esfuerzo deviatorico dado por 
(4.10) y la tasa de Jaumann (4.13), el cual directamente usara la formulación del tensor 
de tasa de deformación ε , de tasa de deformación deviatorica ε  y el tensor rotacional de 
velocidades ω . El desarrollo de esta sección se ve en el diagrama de la Figura 4-5. 
4.6.5 Régimen de plasticidad    
Para el régimen de plasticidad (ver Figura 4-5) se usa el criterio de fluencia de von Mises 
según lo explicado en la sección 4.3. Por lo que se usa el modelo de JC dado como 
(4.29) para definir la ߲ॱఙ଴ . Cuando se calcula 
JC
e  y eq  se procede a obtener el 
coeficiente de plasticidad f  dado por (4.35) y se adiciona en el tensor esfuerzo 
deviatorico el factor f  para agregar el comportamiento no diagonal en el tensor 
esfuerzos deviatorico de la forma (4.33), el cual se agrega en el tensor esfuerzo por (4.5).  
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4.6.6 Integral temporal, Predictor-Corrector (PC) y salidas 
Para la integración temporal se emplea el Predictor-Corrector (PC), el cual se explica con 
mayor profundidad en la sección 3.7.1, el cual es ampliamente utilizado debido a 
presentar una mejor estabilización de la actualización temporal [137]. En este caso de 
estudio se desarrolla para las variables densidad, masa, velocidad y posición, para la 
actualización de las ecuaciones de conservación, y para las variables   y  , por la 
integración temporal de las ecuaciones (4.13) y (4.15) respectivamente (ver Figura 4-5).  
4.6.7 Definiciones adicionales en el modelo SPH de solidos 
En todos los ejemplos se emplea un marco cuadrilátero, un Kernel B-spline [114] para la 
función de suavizado, y las correcciones a usar son: para  movimiento de la partícula 
XSPH [137], para la re-inicialización de densidad Moving Least Squares (MLS) [121], 
[138], para la re-inicialización de la función gradiente Kernel Johnson-Beissel [27], [87]  y 
para el tratamiento de la tensión inestabilizante el esfuerzo artificial [26], las cuales se 
comentan y analizan en mayor detalle en la sección 3.5.  
4.7  Implementación para altas deformaciones en tres 
problemas de prueba 
 Para simulación de resistencia de materiales con alta deformación se emplea por lo 
regular el método de SPH [21], [28], [136]. Para esta sección del trabajo se desarrollaron 
tres casos benchmark para validar diferentes aspectos del modelo de altas 
deformaciones. Los casos modelados fueron: “placa en alto cortante”  (high shear plane) 
[27], [87], “impacto de una placa sobre una superficie rígida” (impact of a plate against a 
rigid surface) [22], [136] y “penetración de un cilindro sobre una placa” (penetration of a 
cylinder through a plate) [29], [136].  
4.7.1 Placa en alto cortante 
Este benchmark fue desarrollado por primera vez por Johnson en 1996 [27], [87]. En este 
ejemplo, una placa de hierro Armco en dos dimensiones, es sometida a una velocidad 
inicial de 254 m/s en la mitad de la parte superior de la placa, mientras la mitad restante 
se encuentra quieta, como se observa en la Figura 4-6. Las propiedades del material y 
los parámetros de la ecuación de estado de Mie-Gruneisen para el hierro se presentan 
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en la Tabla 4-1, y en la Tabla 4-2 se muestran los parámetros del modelo de Johnson-
Cook y los coeficientes para la viscosidad artificial. Para este modelo, en la distribución 
inicial se emplearon 1122 partículas, con separación entre partículas de 254 m  y un t
de 200 s . 
En la Figura 4-8 y en la Figura 4-9 se muestra la comparación entre la temperatura y la 
deformación equivalente después de transcurridos 80 s  de simulación. La Figura 4-8 y 
la Figura 4-9 muestran que la deformación y la temperatura máxima se encuentra en el 
plano de corte formado en la separación entre la parte superior e inferior de la placa, de 
este se puede intuir que el comportamiento en el modelo es adecuado en la relación 
deformación temperatura. En la Figura 4-9 se compara el modelo SPH desarrollado en 
este trabajo con el realizado por Gordon R. Johnson [27], [87], se puede observar que el 
modelo SPH de la Figura 4-9 (a) muestra un comportamiento mas realista en la 
interacción entre partículas en comparación con la Figura 4-9 (b) en la cual el material 
presenta inestabilidad en el plano de separación, esta mejora se logró con la 
implementación de las correcciones viscosidad artificial [87], XSPH [137], MLS [121] y re-
inicialización función gradiente Kernel Johnson-Beissel [27]. Mientras la comparación 
entre el modelo SPH desarrollado aquí y el método de elementos finitos (MEF) (Figura 
4-9 (c)), muestra que SPH presenta en su comportamiento una mayor rigidez en la  
deformación y distribuye esta de manera mas uniforme en todas las partículas.    
 
Figura 4-6. Test de placa en alto cortante, condiciones iniciales. 
 
Tabla 4-1. Propiedades del material y parámetros de ecuación de estado Mie-Gruneisen 
del hierro Armco.   
 GPa   J/kgKvC   W/mKk  3kg/m         sS  
80 452 80,2 7890 0,29 1,81 1,8 
 
Tabla 4-2. Parámetros en hierro Armco para el modelo de Johnson-Cook y coeficientes 
de la viscosidad artificial [87], [159]. 
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 MPaA   MPaB  C  n  m   0 KT   KmT  1C
 
2C
 175 380 0,060 0,32 0,55 293,15 1811 0,2 4 
 
 
Figura 4-7. Test de placa en alto cortante, distribución de temperatura, transcurridos 
80 s . 
 
 
Figura 4-8. Test de placa en alto cortante, distribución de la deformación equivalente, 
transcurridos 80 s . 
 
Figura 4-9. Comparación de simulaciones de SPH realizadas en este trabajo con las 
realizadas por Gordon R. Johnson (transcurridos 80 s ). 
4.7.2 Impacto de una placa sobre una superficie rígida 
Este problema ha sido ampliamente estudiado en la literatura [22], [87], [136]. Un cilindro 
de hierro Armco representado como una placa en dos dimensiones esta viajando a una 
velocidad 0V  e impacta en una superficie completamente rígida. La placa que representa 
el cilindro tiene 2,546 cm de longitud y 0,76 cm de ancho (ver Figura 4-10). Las 
propiedades del material y los parámetros de los modelos del hierro Armco se presentan 
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en la Tabla 4-1 y en la Tabla 4-2. La separación entre partículas fue de 300 m , un t  
de 100 s  y se representa la condición de frontera por “partículas virtuales dinámicas 
repulsivas (PVDR)” para representar la superficie completamente rígida de la parte 
inferior de la simulación [145]. 
 
Figura 4-10. Impacto de una placa sobre una superficie rígida, condiciones iniciales. 
 
La Figura 4-11 muestra la forma de la deformación de los cilindros y sus dimensiones 
finales cuando se estabiliza para las velocidades 0V  de 200 m/s (para 46 s ) y 211 m/s
(para 50 s ). La Figura 4-12 muestra la distribución de temperatura para 200 m/s  en 
46 s de tiempo, y la Tabla 4-6 enseña la comparación entre la simulación SPH del 
cilindro a 200 m/s y 221 m/s , desarrollada en este trabajo y las realizadas por SPH por 
Libersky [23], [24] y Liu [136], el trabajo realizado por Gordon R. Johnson usando EPIC-2 
[87], [102] y la experimentación del trabajo de Libersky y Petschek para 0 221 m/sV   
[24]. En la Figura 4-11 y en la Tabla 4-6 se puede notar la exactitud del modelo con 
respecto a la altura final de la barra, pues tanto para 200 m/s  como para 221 m/s  esta 
variable se encuentra dentro de los valores reportados en las otras simulaciones y dentro 
del valor experimental de 221 m/s . El ancho final de la barra a 200 m/s esta por debajo 
de las demás simulaciones, situación contraria a 221 m/s  en que se encuentra por 
encima, pero el valor obtenido es el más aproximado a los valores experimentales. En la 
Figura 4-12 donde se muestra la distribución de temperatura, hay un comportamiento 
acorde con la transformación de deformación en energía mostrada en este caso por el 
cambio y la distribución de la temperatura.  
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En la Figura 4-13 se observa la comparación entre la deformación final de una prueba de 
impacto de un cilindro a 279 m/s  realizada por Johnson y Cook  [148] y el modelo SPH, 
desarrollado en el presente trabajo, a pesar que hay bastantes similitudes en la 
distribución de la conformación final de los cilindros en particular en la generación de una 
punta en la parte inferior, hay diferencias en la forma del contorno final en la simulación 
SPH. 
Tabla 4-3. Comparación del modelo SPH presentado en este trabajo para la simulación 
del “impacto de una placa sobre una superficie rígida” con los trabajos realizados por 
Gordon R. Johnson [87], [159], Libersky [23] and Liu [136].  
 Modelo de impacto de un cilindro SPH 
Altura final de la 
barra (cm) 
Ancho final de la 
barra (cm) 
0 200 m/sV   
Resultados de Patiño. 2,11 1,37 
Resultados de Libersky [23] 2,18 1,52 
Resultados de Liu [136] 2,09 1,93 
Resultados de Johnson [159] 2,11 1,70 
0 221 m/sV   
Resultados de Patiño. 2,06 1,47 
Resultados de Libersky [24] 2,01 1,18 
Resultados de Johnson [159] 1,91 - 
Datos experimentales [24] 1,98 1,37 
 
 
Figura 4-11. Impacto de una placa sobre una superficie rígida, condición final (50 s ). 
(a) cilindro a 0V  de 200 m/s y (b) cilindro a 0V  de 221 m/s . 
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Figura 4-12. Distribución de temperatura en el test impacto de una placa sobre una 
superficie rígida (50 s ). (a) cilindro a 0V  de 200 m/s y (b) cilindro a 0V  de 221 m/s . 
 
 
Figura 4-13. Comparación entre hierro ARMGO para la prueba de cilindro de impacto de 
Johnson-Cook [148] y el modelo SPH con una velocidad de 279 m/s . (a) Modelo SPH y 
(b) experimentación trabajo Johnson-Cook (Tomado y modificado de [148]).  
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4.7.3 Penetración de un cilindro sobre una placa 
En este caso, nuestro modelo SPH fue aplicado para simular el proceso de impacto de 
un cilindro de aluminio de longitud infinita con una placa de aluminio de longitud infinita, 
problema que ha sido ampliamente estudiado [21], [27], [87]. La simulación es realizada 
para dos dimensiones, tomando como sección transversal del cilindro y la placa, un 
círculo y un rectángulo respectivamente. La Figura 4-14 presenta las condiciones 
iniciales del problema, mientras las propiedades del material y los parámetros de la 
ecuación de Mie-Gruneisen para el aluminio son mostrados en la Tabla 4-4. La Tabla 4-5 
muestra los parámetros para el modelo de Johnson-Cook y los coeficientes de la 
corrección por viscosidad artificial. En este caso 12830 partículas, una separación entre 
partículas de 200 m  y un t de 1 ns . La velocidad de impacto del cilindro fue de 
6180 m/s  y la simulación fue corrida hasta 20 s . 
 
Figura 4-14. Impacto de un cilindro con una placa, condiciones iniciales. 
 
Tabla 4-4. Propiedades del material y los parámetros de la ecuación de Mie-Gruneisen 
para el aluminio [22], [29]. 
 GPa   J/kgKvC   W/mKk  3kg/m         sS  
27,1 875 237 2710 0,33 1,7 1,5 
 
Tabla 4-5. Parámetros del modelo de Johnson-Cook para aluminio y coeficientes para 
viscosidad artificial. 
 MPaA   MPaB  C  n  m   0 KT   KmT  1C  2C  
300 426 0,015 0,34 1 273,15 775 2,5 2,5 
 
La deformación en el cilindro y la placa transcurridos 20 s  puede ser vista en la Tabla 
4-6 y en la Figura 4-15, además de la comparación entre los resultados de la simulación 
presentada con los resultados obtenidos por Liu [136] y S. Hiermaier [29], donde puede 
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apreciarse un comportamiento muy próximo tanto a los modelos como al experimental, 
particularmente los valores calculados de Dg y L/w se encuentran dentro del rango 
examinado después de transcurridos 20 s .  
Tabla 4-6. Comparación de la simulación presentada en este trabajo con lo realizado por 
Liu [136] and S. Hiermaier [29]  (20 s ). 
Cylinder and plate E.A. Patiño G.R. Liu [136] S. HIERMAIER [29] Experimental [29] 
Dg (cm) 3,2 3,35 3,5 2,75 - 3,45 
L/w 1,388 1,33 1,11 1,39 
 
 
Figura 4-15. Deformación del cilindro y la placa ( 20 s ). 
 
La Figura 4-16 y la Figura 4-17 presentan el comportamiento en los instantes iníciales del 
impacto, mostrando la deformación equivalente y la tasa de deformación equivalente, 
observándose una alta deformación plástica reportado para este ensayo [29]. El 
comportamiento en deformación y tasa de deformación en las regiones próximas al 
contacto cilindro-placa es en apariencia físicamente correcto, sin embargo el modelo 
presenta algunas separaciones poco naturales en la parte superior del cilindro, 
probablemente por la presencia de una mala interacción entre partículas en el instante en 
que comienza la penetración. Es destacable que para este modelo el único criterio de 
84 Aportes al modelado de la  formación de la viruta en el proceso de maquinado 
ortogonal de materiales metálicos 
 
fractura usado fue la separación espontanea entre partículas por efecto mecánico del 
método SPH [21].  
 
Figura 4-16. Tasa de deformación equivalente (1 s ). 
 
 
Figura 4-17. Deformación equivalente (1,55 s ). 
  
 
5 Modelo SPH para maquinado Ortogonal de 
metales 
El maquinado es un proceso de fabricación similar al proceso de escultura en que 
generalmente una herramienta de geometría definida interactúa con el material de trabajo 
para formar por medio de la interacción de ambos una nueva superficie desprendiendo el 
material sobrante en segmentos denominados viruta [2]. Este proceso de 
desprendimiento de material y generación de la nueva superficie se presenta de forma 
muy rápida y con un contacto intenso entre la herramienta y el material [1] generando 
fenómenos de alta deformación plástica con aumento de temperatura casi hasta el punto 
de fusión del material [4]. Aunque el entendimiento del maquinado es sumamente 
importante en variables como parámetros de corte óptimos, integridad superficial, menor 
consumo de energía y mejor diseño de máquinas y herramientas [4], el estudio 
experimental de este proceso es bastante dispendioso en términos de tiempo y costos 
[95]. Por este motivo el desarrollo de modelos es de gran importancia en el estudio de los 
diferentes procesos de maquinado por arranque de viruta [6], [160], sin embargo es 
notorio que los trabajos en el área se ha centrado más en la implementación de métodos 
numéricos particulares que en entender e incluir los fenómenos propios que presenta el 
maquinado [7]. 
En el presente trabajo se implementó un modelo preliminar de maquinado para el 
entendimiento de la posibilidad del uso de ecuaciones de continuidad. Con este propósito 
se desarrolló un modelo por MEF utilizando el  software comercial ANSYS FLOTRAN, 
que presenta posibilidades adecuadas en especial en la variabilidad cualitativa del 
problema pero muy limitadas para una descripción más especifica del corte por 
maquinado. Por esta razón se decidió cambiar a un modelo libre de malla [19], [68] con 
mejores posibilidades en problemas de alta deformación [11]. Por esta razón se decidió 
trabajar con el método sin malla Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) [77], [105], el 
cual presenta prometedores resultados en la simulación de procesos con ecuaciones de 
continuidad [21], [25] y en mecánica de solidos [28], [30] con buenos resultados en la 
implementación de problemas tanto para materiales dúctiles [26], [154] como para 
materiales frágiles [22], [135]. Por lo anterior se explican sus aplicaciones para modelar 
procesos de conformado de materiales en el trabajo pionero de Libersky y Randles 
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(1996) [21], y más recientemente  en los trabajos desarrolladas por Cleary [31] para 
procesos de  fundición [33] y forja [32]. 
En modelado del proceso de maquinado por SPH el primer trabajo fue realizado por M. 
Heinstein y D. Segalman en 1997 [88], y recientemente se han presentado varios 
trabajos desarrollados por Limido [34–36], [74] estos últimos centrados en la aplicación 
del método SPH empleando el software comercial LS-DYNA [69], [164]. Sin embargo 
estos trabajos se han orientado más en el desarrollo del método de implementación del 
software que en el estudio y desarrollo de un modelo propio para describir el proceso de  
formación de la viruta en maquinado [7]. 
En el presente trabajo desarrollamos un modelo propio de maquinado, desde la base de 
la discretización del método SPH y la escritura de nuestro propio código en FORTRAN. 
Con este objetivo se implementaron por medio de SPH las ecuaciones de continuidad 
(capitulo 3) y  la aplicación a metales sometidos a altas deformaciones (capitulo 4). El 
modelo desarrollado esta orientando a introducir variables importantes del proceso de 
maquinado, particularmente la alta deformación, aumento de temperatura, en un modelo 
basado en el impacto con fronteras completamente rígidas y una adecuada interacción 
entre partículas bajo elevadas deformaciones. Los tres problemas benchmark ”plano de 
alto corte”  (sección 4.7.1) [27], [87], “impacto de una placa sobre una superficie solida” 
(sección 4.7.2) [22], [136] y “penetración de un cilindro sobre una placa” (sección 4.7.3) 
[29], [136], se implementaron con el propósito de alcanzar algunas características propias 
del proceso de maquinado. En la Tabla 5-1 se presentan las propiedades para cada 
ensayo mencionado orientadas a una característica necesaria para el problema de 
formación de la viruta. 
Tabla 5-1. Propiedades ajustadas en los problemas benchmark desarrollados en la 
sección 4 para el adecuado desarrollo del modelo de maquinado ortogonal de metales.  
Benchmark Característica 
Plano de alto corte Una adecuada interacción entre partículas a altas deformaciones. 
Impacto de una placa sobre 
una superficie solida 
Buen comportamiento en la interacción partículas y 
fronteras rígidas. 
Penetración de un cilindro 
sobre una placa 
Adecuado comportamiento de las partículas a muy altas 
tasas de deformaciones, del orden de 6 110 s  
 
Con los antecedentes mencionados en este capitulo presentamos, el desarrollo del 
modelo de maquinado mostrando su implementación y sus características de distribución 
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de esfuerzos, temperatura, deformación y tasa de deformación para los materiales de 
trabajo específicos acero 4340, acero 1045 y Aluminio 6082-T6 [92]. Concretamente 
presentamos  un modelo de maquinado ortogonal de metales en dos dimensiones en los 
momentos iniciales de formación de la viruta, considerándolo un proceso con altas 
deformaciones en el cual se presenta un régimen elástico-plástico, con el mecanismo de 
generación de las altas temperaturas típicas del proceso y considerando la interacción 
herramienta-viruta. La herramienta se simuló como un material completamente rígido 
moviéndose a una velocidad constante sobre el material de trabajo. 
5.1 Simulación MEF del maquinado ortogonal de metales 
dúctiles considerando  el material de trabajo como 
un fluido de alta viscosidad 
Previo al modelo con SPH se implementó un modelo numérico que simula el proceso de 
maquinado ortogonal de materiales metálicos por medio del método de elementos finitos 
(MEF). Para el desarrollo de este modelo se utilizo el programa ANSYS FLOTRAN. El 
material de trabajo se simuló como un fluido de alta viscosidad que impacta un sólido con 
la geometría de la arista de corte (ver Figura 5-1).  
El modelo MEF se utilizó para realizar un plan de experimentos en un diseño factorial 
fraccionado de 2(5-1) para cinco variables de entrada en dos niveles [45], el diseño fue 
implementado en el programa MINITAB. De esta manera se detectaron  los efectos de 
las variables de entrada sobre las variables de salida en la simulación. Las cinco 
variables de entrada consideradas fueron: profundidad de corte, velocidad de corte, 
ángulo de desprendimiento de la arista de corte y la densidad y la viscosidad del material 
de trabajo; las variables de salida seleccionadas fueron la velocidad de la viruta y la 
posición del punto de estancamiento [41], [165], [166].  
A partir del modelo numérico se realizó un diseño de experimentos factorial fraccionado 
los experimentos con el modelo mostraron que las variables profundidad de corte y 
ángulo de desprendimiento tienen la mayor influencia en la velocidad de la viruta y en la 
posición del punto de estancamiento. Sin embargo, Debido a que el software MEF 
utilizado (ANSYS), no permite modificar variables como esfuerzo, deformación y 
temperatura, no fue posible ajustar mejor el modelo propuesto. Las mencionadas 
limitaciones del modelo se evidencian por la influencia casi exclusiva de las variables 
geométricas, y una muy baja sensibilidad con respecto a las propiedades del material de 
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trabajo. Además el marco Eureliano en el que se realizaba el modelo no era el mas 
adecuado para modelar un régimen elástico-plástico de conformación de materiales [16]. 
 
Figura 5-1. Perfil de velocidades en el modelo de corte de metales, realizado en el 
programa ANSYS FLOTRAN. 
Este trabajo en particular se uso como preámbulo al estudio de formación de viruta para 
validar el uso de mecánica del medio continuo como herramienta para la simulación de 
viruta. Este fue presentado en tres congresos: 6º Congresso Brasileiro de Engenharia de 
Fabricação (COBEF2011), V Congreso internacional de Ingeniería Mecánica y III de 
Ingeniería Mecatrónica (CIMM2011) y Encuentro Nacional de Investigación & Desarrollo 
2011 (ENID2011). Y además se encuentra un artículo compendio de los trabajos 
presentados en los congresos en etapa de revisión en la Revista de Ingeniería de la 
Universidad de Antioquia. Los resúmenes de estos trabajos se encuentran en el ANEXO 
C. 
5.2 Implementación de SPH en el modelo de maquinado 
ortogonal de metales 
La implementación del modelo de maquinado con SPH es la continuación del trabajo 
preliminar en el cual se aplicó el método SPH (capitulo 3) y mecánica de solidos a altas 
deformaciones (capitulo 4). En el presente capitulo  implementamos las ecuaciones de 
continuidad adaptadas a SPH, masa (3.92), momento (3.94) y energía, la ecuación de 
estado para solidos (sección 3.4) de Mie-Gruneisen [131], las correcciones de SPH para 
materiales solidos (sección 3.5), MLS [121], Libersky-Randles [21], “viscosidad artificial“ 
[87], “esfuerzo artificial” [26]  y la implementación Predictor-Corrector (PC) [137] para la 
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actualización temporal (sección 3.7.1). Para las fronteras rígidas en los lados del material 
de trabajo (ver Figura 5-2) para fijar y evitar desplazamientos a causa del contacto 
material-herramienta se empleó el tratamiento especial PVDR [66], [115] (sección 
3.10.3), y se emplea una frontera móvil para representar la herramienta de corte (ver 
Figura 5-2) la cual se desarrolla de forma externa actualizando su posición temporal en 
función de la velocidad de corte cV  (Figura 5-2) y su estado de pared rígida con el PVDR. 
De esta manera se logró un comportamiento coherente de la herramienta cuando 
interactúa con el material de trabajo.  
5.2.1 Condiciones iniciales 
Para la distribución inicial de las partículas el sistema se dispone como se muestra en la 
Figura 5-2 donde las dimensiones tanto del material de trabajo como la herramienta de 
corte están relacionadas con la profundidad de corte pa , esta disposición es necesaria 
para racionalizar  el número de partículas, estabilización y tiempo de corrida, la cual se 
logró después varios ensayos en la implementación del modelo. La distribución inicial de 
las partículas es realizada utilizando el software para enmallar CUBIT. 
 
Figura 5-2. Condiciones iniciales del problema de maquinado ortogonal. Donde pa  es 
profundidad de corte, cV  velocidad de corte, p  diámetro de la punta de la herramienta, 
 ángulo del flanco y  ángulo de ataque. 
 
Para la distancia inicial entre partículas x  se emplea la relación /10px a   la cual 
igual que las dimensiones iniciales del problema se relaciona con pa , mientras el 
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diámetro de la punta del filo de la herramienta p  estará dado para todos los problemas 
como 66 m , el ángulo de ataque   estará dado por lo general por 5  y 6 , y el ángulo 
de flanco  siempre será igual a 10 . De esta manera, se obtienen las relaciones 
dimensionales iniciales para los problemas de maquinado modelados.  
5.2.2 Propiedades de los materiales de trabajo 
Los materiales modelados bajo condiciones de maquinado ortogonal fueron los aceros 
1045 y 4340, y los aluminios 6061-T6 y 6082-T6 los cuales son ampliamente usados en 
la industria y generalmente procesados por maquinado [4], [92] y sobre los cuales se 
encuentra un gran interés investigativo tanto experimental [1], [7], [37] como en 
modelamiento [36], [38], [160]. En la Tabla 5-2 se presentan las constantes para el 
modelo de Johnson-Cook, la ecuación de estado de Mie-Gruneisen y la viscosidad 
artificial, mientras en la  
Tabla 5-3 se muestran las variables de los materiales de trabajo como densidad, modulo 
elástico a cortante, coeficiente de Poisson, calor especifico y conductividad térmica.  
Tabla 5-2. Variables para el modelo de Johnson-Cook , , ,  y A B C n m , para la ecuación de 
estado de Mie-Gruneisen  y SS , y para la ecuación de viscosidad artificial 1 2 y C C . 
Donde mT  es la temperatura de fundición del material. 
Materiales  MPaA    MPaB  n  C  m   KmT    SS  1C  2C  
1045 553,1 600 0,234 0.0134 1 1733 1,9 1,7 4 1 
4340 910 586 0,26 0,014 1,03 1793 1,9 1,7 4 1 
6061-T6 324 114 0,42 0,002 1,34 925 1,5 1,7 4 1 
6082-T6 428 327,7 1,008 0,00747 1,31 855 1,5 1,7 4 1 
 
Tabla 5-3. Variables de los materiales de trabajo. Donde   es la densidad,   es el 
modulo de elasticidad a cortante,   es el coeficiente de Poisson, mT  temperatura de 
fundición, vC  es calor específico del material de trabajo y K  es la conductividad térmica 
del material. 
Materiales 3kg/m       GPa  
  J/kgKvC   W/mKK  
1045 7890 80 0,29 486 51,9 
4340 7830 77 0,29 477 38 
6061-T6 2710 26 0,33 896 167 
6082-T6 2710 26 0,33 894 172 
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5.3 Presentación modelo SPH en Maquinado ortogonal 
El modelo SPH en maquinado es implementado considerando un modelo elástico-
plástico perfecto, empleando la discretización SPH en las ecuaciones de continuidad y 
los principios de mecánica de solidos para régimen elástico-plástico. Sin embargo, para 
maquinado algunas particularidades deben ser tenidas en cuenta como la alta 
deformación, generación de una nueva superficie, contacto y generación de calor, como 
se observan en la Tabla 5-4, donde se muestra la comparación entre el modelo SPH y la 
implementación tradicional de MEF. De esta manera, SPH por su carácter de método 
libre de malla [10], [107] presenta ventajas en la implementación del contacto y la 
creación de nueva superficie las cuales aproxima de forma casi natural [36] incluida la 
interacción Herramienta-material de trabajo, en comparación a MEF donde son 
introducidas agregando un algoritmo de re-enmallado y algún modelo complementario de 
contacto [2]. Algunas de estas propiedades ya fueron mencionadas en el capitulo anterior 
de aplicación a solidos sometidos a alta deformación.  
Tabla 5-4. Comparación entre modelo tradicional MEF y modelo propuesto de SPH para 
maquinado.  
 Modelo MEF Lagrangiano  Modelo SPH desarrollado 
Altas deformaciones Re-enmallado adaptativo Natural de los métodos libre de malla SPH 
Creación de nueva 
superficie 
Continuo re-enmallado y 
modelo de fractura  Separación de partículas  
Contacto Aproximación al modelo de Coulomb 
Interacción entre 
partículas 
Generación de calor Acople termo-mecánico completo   Adiabático  
5.3.1 Formación de la viruta  
En esta sección se ilustran las características de los momentos iniciales de formación de 
la viruta según el modelo SPH  de maquinado desarrollado. En la Figura 5-3 y la Figura 
5-4 se presentan las etapas iniciales en la interacción herramienta-viruta para un acero 
4340 en cuanto a deformación y tasa de deformación en el material de trabajo, se 
observa que la región de deformación aumenta proporcionalmente a la penetración de la 
herramienta sobre el material y que la deformación se concentra en la zona de 
cizallamiento secundaria (ver Figura 5-3), mientras la mayor tasa de deformación se 
presenta en los sectores donde se generan las mayores deformaciones en el material de 
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trabajo para finalmente concentrarse en las tres zonas de cizallamiento principales (ver 
Figura 5-4), situación que coincide con la teoría de maquinado [1], [2]. 
De esta manera, para el modelo de maquinado SPH desarrollado se observa que se 
forman las zonas principal, secundaria y terciaria de cizallamiento, y la zona de 
adherencia en la interacción herramienta-viruta [4]. En la Figura 5-5, se aprecia una 
distribución adecuada de la deformación instantánea en las zonas de cizallamiento, 
notándose que la zona terciaria y principal concentran las tasas de deformación mas 
altas, situación similar a lo ocurrido con el fenómeno de formación de viruta reportado en 
[4].  
En la Figura 5-6 se observa la distribución de tasa de deformación equivalente, 
deformación equivalente, esfuerzo equivalente y temperatura homologa, notándose un 
comportamiento coherente en la relación entre las variables de acuerdo con [37],  y 
mostrada en la Tabla 2-1 (sección 2.2) donde se muestran algunas magnitudes de 
variables características en el maquinado de metales.  
 
Figura 5-3. Distribución después de 200 s  de la deformación equivalente eq  en un 
acero 4340 Para una 0, 2 mmpa   y 2 m/scV  . 
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Figura 5-4. Distribución después de 200 s  de la tasa de deformación equivalente eq  
en un acero 4340. Para una 0, 2 mmpa  y 2 m/scV  . 
 
Figura 5-5. Tasa de deformación y distribución de las zonas de cizallamiento en el 
modelo de maquinado ortogonal de un acero 4340 después de 375 s . Para una 
0, 2 mmpa  y 2 m/scV  . 
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Figura 5-6. Formación de viruta de un acero 4340 a una 4 m/scV   y 0, 4 mmpa   para 
un tiempo transcurrido de 750 s . (a) Tasa de Deformaciones equivalente eq , (b) 
Esfuerzo equivalente eq , (c) Deformación equivalente eq  y (b) temperatura homologa (
homologa / mT T T ). 
5.3.2 Distribución de esfuerzos 
Para observar la distribución de esfuerzos en el modelo de maquinado ortogonal de 
metales desarrollado, se presentan los resultados para los materiales acero 1045, acero 
4340 y aluminio 6082-T6. En la Figura 5-4 donde se ve que en los aceros 1045 y 4340 se 
presenta una concentración de esfuerzos mas alta en relación al aluminio 6082-T6, 
también es interesante notar en la Figura 5-4 (c) que la zona con modificación de los 
esfuerzos es mayor para el aluminio. Las observaciones mencionadas están 
relacionadas con las propiedades del material a saber las constantes para el modelo de 
Johnson-Cook y el módulo elástico a cortante. En particular el aluminio es mas dúctil y 
presenta un esfuerzo de fluencia mucho menor que los aceros. [4], [102] (ver Tabla 5-2 y  
Tabla 5-3).  En la Figura 5-7 (a) y (b) se puede apreciar que el acero 4340 presenta un 
esfuerzo equivalente un poco mayor en comparación al acero 1045 esto debido 
principalmente a que a pesar de presentar propiedades mecánicas muy similares  (ver 
Tabla 5-2), se puede observar que en las constantes del modelo de Johnson-Cook [159] 
el valor de la constante fluencia inicial A  es mucho mas alto en el acero 4340 (ver  
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Tabla 5-3), de esta forma los esfuerzos en el acero 1045 presentan los efectos mas 
intensos de deformación permanente para el correspondiente tensor esfuerzo deviatorico 
(ver sección 4.5 y ecuación (4.35)). 
 
Figura 5-7. Esfuerzo equivalente eq  en la formación de viruta para 0, 4 mmpa  , 
2 m/scV  y un tiempo transcurrido de 580 s . (a) acero 1045, (b) acero 4340 y (c) 
aluminio 6082-T6.  
5.3.3 Distribución de deformación  
Para la distribución de la deformación igual que en la sección anterior se emplean los 
materiales acero 4340, acero 1045 y aluminio 6082-T6. Se observa en la Figura 5-8 una 
distribución de deformación muy similar en los diferentes materiales y concentrada 
principalmente en la zona de cizallamiento secundario y terciario presentando los valores 
más altos en la zona terciaria. Para las deformaciones se nota que se genera mayor 
deformación para la formación de la viruta en los aceros en comparación al aluminio 
6082-T6 (ver Figura 5-8 (c)), situación coherente por ser el aluminio un material más 
dúctil y punto de fluencia menor (ver Tabla 5-2 y  
Tabla 5-3), lo anterior explica una menor oposición a la formación de la viruta [4], [36]. En 
las Figura 5-8 (a) y (b) para los aceros 4340 y 1045 se observan valores muy similares de 
deformación, siendo esta menor en el 1045 debido a que la superficie de fluencia es 
menor (como resultado del modelo Johnson-Cook) haciendo que los efectos de la 
deformación sean un poco menos severos. 
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Figura 5-8. Deformación equivalente eq  en la formación de viruta para 0, 4 mmpa  ,
2 m/scV  y un tiempo transcurrido de 580 s : (a) acero 4340, (b) acero 1045 y (c) 
aluminio 6082-T6.   
La tasa de deformación según se presenta en la Figura 5-9, en general se comporta de 
manera muy similar para los tres materiales, Encontrándose, como se esperaría, que las 
mayores tasas ocurren en las zonas principales de cizallamiento. Igual que con la 
deformación los valores mas altos ocurren en la zona terciaria, diferenciándose una zona 
de cizallamiento principal bien definida, situación coherente con la teoría de formación de 
la viruta [1–3]. Se observan valores mas altos en los aceros en comparación al aluminio 
(ver Figura 5-9) y comparando entre el acero 4340 y 1045 se observan tasas de 
deformación más altas en el 4340, debido a que por sus propiedades de fluencia 
(Johnson-Cook) hace necesaria una mayor deformación instantánea para la formación de 
la viruta. 
 
Figura 5-9. Tasa de deformación equivalente eq  en la formación de viruta para 
0, 4 mmpa  , 2 m/scV  y un tiempo transcurrido de 580 s : (a) acero 4340, (b) acero 
1045 y (c) aluminio 6082-T6.   
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5.3.4 Distribución de temperatura  
La distribución de la temperatura se analizó para los materiales acero 4340, acero 1045 y 
aluminio 6082, observándose un comportamiento muy similar en la distribución de las 
temperaturas homologas homologaT en la Figura 5-10, la cual relaciona la temperatura actual 
del material con respecto a la temperatura de fusión mT (ver  
Tabla 5-3). De forma coherente con los modelos validados de maquinado, se nota en los 
tres materiales que se tienen las temperaturas más altas en la zona de cizallamiento 
terciaria y secundaria. Como es razonable, el aluminio 6082 (ver Figura 5-10 (c)) 
presentó valores menores de temperatura, debido a que la viruta y superficie generada 
no presentan altas deformaciones y su calor específico es mayor (ver  
Tabla 5-3) en comparación a los aceros. En la Figura 5-10 (a) y (b) se observa que la 
temperatura para los aceros 1045 y 4340 presenta valores elevados en la zona terciaria 
entre la punta de la herramienta y el material de trabajo, siendo mas alta en el caso del 
acero 4340, en que se alcanza casi la temperaturas de fusión. Esta situación se genera 
por las altas deformaciones y es referenciada en la literatura de maquinado para la 
formación de viruta de materiales dúctiles [4], [104]. 
 
Figura 5-10. Temperaturas homologas ( homologa / mT T T ) en la formación de la viruta para 
0, 4 mmpa  , 2 m/scV  y un tiempo de 580 s : (a) acero 4340, (b) acero 1045 y (c) 
aluminio 6082-T6.   
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5.3.5 Superficie generada  
En esta sección se muestran las características de las superficies formadas por el 
modelo SPH para maquinado ortogonal. Es muy importante destacar que esta es una 
característica fundamental del presente trabajo, pues la formación de la nueva superficie 
no es predefinida como ocurre recurrentemente en los modelos de maquinado 
tradicionales [53], [54], [161], [167], [168]. La superficie, en el caso del modelo SPH 
desarrollado, se forma por la interacción entre la herramienta y el material de trabajo de 
forma natural entre las partículas del modelo SPH.  
En la Figura 5-11 se muestra la formación de la nueva superficie para los materiales 
acero 4340 y aluminio 6082-T6, se observa que la deformación es menor en el aluminio 
como es de esperarse al ser un material más dúctil (ver Figura 5-11 (b)), sin embargo 
presenta una deformación mas intensa y una interacción entre partículas mas pobre 
evidenciado en las separaciones observadas, en comparación a la superficie del acero 
4340 menos dúctil y con resistencia a fluencia mayor en comparación con el aluminio 
6082 (ver Figura 5-11 (a)), situación que muestra el impacto de las propiedades del 
material en la formación de la nueva superficie en el modelo, lo cual evidentemente 
sucede en la física del proceso [8], [93].   
 
Figura 5-11. Deformación equivalente eq  en la superficie generada para 0, 4 mmpa  , 
2 m/scV  y transcurrido un tiempo de 600 s : (a) acero 4340y (c) aluminio 6082-T6.   
 
En la Figura 5-12 se presenta el modelado del maquinado ortogonal de un acero 4340, 
donde se han marcado un grupo de partículas que hacen parte de la sección a remover. 
En el instante inicial se ve el comienzo del contacto entre la herramienta y el material (ver 
Figura 5-12 (a)), en la Figura 5-12 (b) se puede notar que la herramienta comienza a 
penetrar el material y que una fina sección en la frontera del filo de la herramienta no se 
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transforma en viruta, sino que se produce un proceso similar a un laminado en frio del 
material, donde una cierta cantidad de material se deforma sobre la superficie generada 
(ver Figura 5-12 (c)), esta situación de nuevo es realidad física del proceso de maquinado 
[1], [7], [165]. Otra situación interesante sobre la formación de la viruta se ve en la Figura 
5-12 (d) donde se nota en la zona de cizallamiento secundario una aglomeración de 
partículas con apariencia de adherencia en la interface herramienta viruta, situación que 
cruzada con las altas deformaciones observadas en esa zona, es una característica 
habitual en la física de la formación de la viruta en materiales dúctiles [1], [8]. 
 
Figura 5-12. Sección removida del material de trabajo por la herramienta de corte para la 
formación de viruta y superficie generada, para un acero 4340 con 0, 2 mmpa   y 
2 m/scV  . 
En la Figura 5-13 se marcaron las partículas en dos hileras por debajo de la sección a 
remover por la herramienta de corte. Se muestra el momento inicial del contacto 
herramienta-material de trabajo (ver Figura 5-13 (a)), posteriormente se nota la 
penetración de la herramienta en el material en la Figura 5-13 (b), observándose el efecto 
en la superficie generada por la remoción de material, lo cual se puede notar de forma 
mas clara en la Figura 5-13 (c) donde se presenta la redistribución de las partículas 
después de la generación de la nueva superficie.  
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Figura 5-13. Efecto en las partículas del material del trabajo por la acción de remoción del 
material por la herramienta de corte para la formación de la nueva superficie, para un 
acero 4340 con 0, 2 mmpa   y 2 m/scV  . 
5.3.6 Efecto del filo de la herramienta de corte 
En la Figura 5-14 se presentan las simulaciones con un filo de la herramienta 
completamente agudo y con uno redondeado a un radio de 33 m  maquinando un acero 
4340. Se pueden observar en las Figura 5-14 (a) y (b) unas condiciones de distribución 
de la deformación muy similares en los dos casos, situación corroborada en la 
experimentación en el trabajo de Jaspers, 1999 [4]. Sin embargo se aprecia que es un 
poco mayor la deformación producida por el filo agudo (Figura 5-14 (a)) y que la zona de 
cizallamiento terciario presenta una mayor aglomeración de partículas con alta 
deformación en comparación al caso de punta redondeada (Figura 5-14 (b)), esto se 
debe posiblemente a que el filo agudo genera una deformación mas intensa en la 
interacción herramienta-material de trabajo. Es importante aclarar que un filo agudo en la 
practica es poco realista y siempre se supondrá un cierto grado de redondez en el filo [1], 
[37], [93]. 
 
Figura 5-14. Comparación entre filos de herramienta: (a) Filo agudo y (b) filo redondeado 
de diámetro 66 m . 
  
 
6 Experimentos con el modelo SPH para 
maquinado ortogonal de metales 
En este capitulo se analiza la implementación y validación del modelo SPH para 
maquinado ortogonal. Para este fin se analiza el modelo con un diseño experimental 
factorial completo de 32  [45] para estudiar la variabilidad del modelo SPH para 
maquinado, además de la comparación del modelo con datos experimentales y otros 
modelos numéricos.  
El modelo de maquinado ortogonal de metales en SPH se utilizó para ejecutar un plan de 
experimentos en un diseño factorial completo de 32  para tres variables de entrada en 
dos niveles [24], cuyos resultados se analizaron con el programa MINITAB. De esta 
manera se lograron detectar de forma general los efectos de las variables de entrada 
sobre las variables de salida en la simulación. Las tres variables de entrada consideradas 
fueron: profundidad de corte, velocidad de corte y material de trabajo. Las variables de 
salida seleccionadas fueron la temperatura en la zona de cizallamiento principal ( sT ) y 
longitud de la zona de cizallamiento principal ( va ). 
La validación se desarrolló en un primer paso comparando los resultados con el modelo 
para los materiales acero 1045 y aluminio 6082-T6 con los resultados de los modelos 
realizados por Jaspers (1999) [4] con datos experimentales para temperatura en la zona 
de cizallamiento principal ( sT ), y su implementación de un modelo por diferencias finitas 
para calcular la temperatura en la zona de cizallamiento secundaria ( fT ).  
Adicionalmente se comparó el modelo con uno desarrollado usando el software comercial 
para elementos finitos DEFORM_2D [62] para la formación de la viruta en acero 1045. 
Finalmente se  comparó la deformación en el modelo de maquinado para aluminio 6061-
T6 propuesto con el desarrollado por Limido [36] en el cual usó el  software comercial LS-
DYNA en su entorno para SPH.  
6.1 Planteamiento de los problemas en maquinado 
ortogonal de metales 
Se realizan simulaciones principalmente con los materiales acero 1045 y aluminio 6082-
T6 debido a la abundante información experimental disponible [4], [169], [170] y a su 
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frecuente aplicación en la industria [1], [37]. Se realizaron los ensayos mostrados en la 
Tabla 6-1, donde se enlistan las variables velocidad de corte cV , profundidad de corte pa  
y pasos de tiempo t  para cada una de las simulaciones SPH. Además se presentan las 
variables calculadas de temperatura en la zona de cizallamiento principal sT  así como la 
longitud de la zona de cizallamiento principal va , estos resultados se analizan mas 
adelante. 
Tabla 6-1. Corridas para los materiales acero 1045 y aluminio 6082-T6, para las variables 
velocidad de corte cV , profundidad de corte pa , pasos de tiempo t , temperatura en la 
zona de cizallamiento principal sT  y la longitud de la zona de cizallamiento principal va . 
Material  m/scV   mmpa   nst   sT C   mmva  
1045 
2 
0,1 0,25 338,889 0,35 
0,2 0,5 362,5 0,698 
0,4 1 396,172 1,2 
4 
0,1 0,125 342,938 0,41 
0,2 0,25 354,712 0,53 
0,4 0,5 395,671 0,85 
6082-T6 
2 
0,2 0,5 264,598 0,65 
0,4 1 113,815 1,2 
0,68 1 211,728 1,57 
4 
0,2 0,1 277,093 0,5 
0,4 1 147,023 1 
0,68 1 234,66 2 
6 
0,2 0,3 267,507 0,479 
0,4 0,5 139,929 1,28 
0,68 1 233,325 1,72 
6.2 Diseño de experimentos factorial completo 32  
Para analizar los resultados del diseño experimental  se utilizó el programa MINITAB [45]. 
Las salidas consideradas fueron la temperatura en la zona de cizallamiento principal ( sT ) 
y la longitud de la zona de cizallamiento principal ( va ). La temperatura en la zona de 
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cizallamiento principal se determina ubicando sobre la zona principal la temperatura 
promedio de este sector (ver Figura 6-1). Mientras la longitud de la zona de cizallamiento 
principal se toma con respecto a la distancia entre la punta de la herramienta y el 
comienzo de la formación de la viruta como se muestra en la Figura 6-2 para los 
materiales acero 1045 y aluminio 6082-T6 [1], [37], [95]. Estas variables se seleccionaron 
para tener una variable geométricas y una física del proceso de formación de viruta, 
además se escogió analizar la zona de cizallamiento principal por sus efectos directos en 
la conformación de la viruta, la superficie generada, y la interacción herramienta-viruta 
[1], [3], [4], características que definen criterios importantes en maquinado como 
integridad superficial de la pieza fabricada y vida de la herramienta [2], [8], [13]. 
 
Figura 6-1. Temperatura zona de cizallamiento principal ( sT ), la cual se toma para el 
diseño de experimentos como la temperatura promedio en esta zona ( promedioT ). 
 
Figura 6-2. Longitud de la zona de cizallamiento principal: (a) acero 1045 y (b) aluminio 
6082-T6.  
6.2.1 Discusión diseño de experimentos 32  para el modelo de 
maquinado ortogonal por SPH 
Se consideró un diseño de tres variables de entrada en dos niveles para identificar el 
mayor efecto en las variables de salida [171]. Los valores de los dos niveles de las 
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variables de entrada consideradas se seleccionaron de la literatura [1], [4], [101] y fueron: 
profundidad de corte ( pa ): 0,2 y 0,4 mm, velocidad de corte ( cV ): 2 m/s y 4 m/s, y los 
materiales de trabajo: acero 1045 y aluminio 6082-T6. De esta forma se tiene un modelo 
factorial 32 , con 8 experimentos. Utilizando MINITAB se definen los experimentos que se 
simularon con el modelo de maquinado por SPH y cuyos resultados se muestran en la 
Tabla 6-2. 
Tabla 6-2. Diseño factorial 32  para el modelo de maquinado, donde las variable de 
entrada son tipo de material (acero 1045 y aluminio 6082-T6), velocidad cV  y profundidad 
de corte pa , y las variables de respuesta, temperatura en la zona de cizallamiento 
principal sT  y longitud de la zona de cizallamiento principal va . 
Material  m/scV   mmpa   sT C  [mm]va  
6082-T6 4 0,4 147,023 1 
1045 4 0,2 354,712 0,53 
6082-T6 2 0,4 113,815 1,2 
1045 2 0,2 362,5 0,698 
1045 4 0,4 395,671 0,85 
1045 2 0,4 396,172 1,2 
6082-T6 4 0,2 277,093 0,5 
6082-T6 2 0,2 264,598 0,65 
 
Para el análisis del diseño de experimentos se empleo la interacción de efectos [45] en 
las variables salida con respecto a las variables de entrada, las cuales se ilustran en las 
Figura 6-3 y Figura 6-4 por medio de las graficas de efectos normales absolutas para va  
y sT . Los puntos que se encuentran más alejados a la derecha de la línea que comienza 
en 0,00 indican que estadísticamente tienen un efecto más significativo en la variable de 
salida estudiada [45], [171]. En la Figura 6-3 se observa que la profundidad de corte y la 
velocidad de corte son los factores que presentan mayores efectos en la longitud de la 
zona de cizallamiento principal, situación acorde con la realidad de la  teoría clásica de 
maquinado ortogonal para formación de la viruta [1], [4]. Mientras en la Figura 6-4 se 
observa que las propiedades del material de trabajo y la profundidad de corte son 
significativas en la temperatura en la zona de cizallamiento principal, situación que es 
evidente en trabajos experimentales sobre formación de viruta en particular para los 
efectos causados por el material de trabajo [1], [4], [37].  
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Figura 6-3. Grafica de los efectos (absolutos) para la longitud de la zona de cizallamiento 
principal va . Donde pa  es profundidad de corte y cV  es velocidad de corte. Con un alfa 
igual a 0,1 [45]. 
 
Figura 6-4. Grafica de los efectos (absolutos) para la temperatura en la zona de 
cizallamiento principal sT . Donde pa  es profundidad de corte y cV  es velocidad de corte. 
Con un alfa igual a 0,1 [45]. 
En general la experimentación muestra una interesante cualidad de dependencia entre 
las propiedades del material de trabajo y los parámetros de corte, acorde al proceso de 
maquinado, lo cual muestra que la formulación elástico-plástica tiene una relación directa 
106 Aportes al modelado de la  formación de la viruta en el proceso de maquinado 
ortogonal de materiales metálicos 
 
con los materiales y el comportamiento del modelo (en la interacción entre partículas) 
para la formación de viruta. 
6.3 Comparación modelo SPH de maquinado y datos 
experimentales 
Para la comparación entre el modelo de SPH para maquinado ortogonal de metales, se 
emplean los datos experimentales desarrollados en el libro de Serge Jaspers “Metal 
Cutting Mechanics and Material Behavior” (1999) [4], el cual describe de forma muy 
detallada la experimentación para la variable temperatura en la zona de cizallamiento 
principal ( sT ) para los materiales 1045 y 6082-T6, en la cual se realiza la medición 
usando una cámara infrarroja [4]. De esta manera se compara sT  entre el modelo SPH y 
los datos experimentales de Jaspers. Además se comparan las zonas principales de 
cizallamiento con respecto a la viruta estudiada por Jaspers para el acero 1045, para 
mostrar las características morfológicas en los momentos de formación inicial de la viruta 
entre lo experimental y el modelo de maquinado SPH desarrollado. 
6.3.1  Temperatura en la zona de cizallamiento principal    
En la Figura 6-5 se observa la comparación de la temperatura sT  en función de la 
profundidad de corte pa  y la velocidad de corte cV  para el material de trabajo 1045. En la 
Figura 6-5 (a) y (b) se nota un comportamiento entre la temperatura de la zona de 
cizallamiento principal obtenida experimental (Ts-Exp) y la temperatura de cizallamiento 
del modelo (Ts), muy similares en su comportamiento cualitativo, sin embargo la 
temperatura del modelo SPH es mayor a la experimental. En el caso del acero 1045 (ver 
Figura 6-5) la temperatura superior en el modelo indica que la energía transformada en 
calor para el modelo es mayor a la presentada en la realidad física de formación de la 
viruta. Esta situación se explica porque la energía generada en el modelo SPH es 
transformada completamente en calor, y no tiene en cuenta factores como la conducción 
en la herramienta, medio ambiente y material de trabajo. 
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(a) 
 
 
(b) 
Figura 6-5. Variación de la temperatura en la zona de cizallamiento principal para 
diferentes profundidades y velocidades de corte para acero 1045. (a) 2 m/scV   y (b) 
4 m/scV  . Ts es temperatura en la zona de cizallamiento principal del modelo SPH y 
Ts-Exp es temperatura experimental en la zona de cizallamiento principal [4].  
 
En la Figura 6-6 se presenta la comparación sT  en función de la profundidad de corte pa  
y la velocidad de corte cV  para el material de trabajo aluminio 6082-T6. En la Figura 6-6 
(a) se aprecia un comportamiento similar en las temperaturas experimental y la del 
modelo, sin embargo para las profundidades 0,2  y 0,63 mm  las temperaturas son 
inferiores en el modelo con respecto a la experimentación, mientras de manera contraria 
para 0,4 mm  el modelo tiene un valor mayor a la experimentación. Para la Figura 6-6 (b) 
y (c) se observa un comportamiento diferente para el modelo en la pa  de 0,4 mm  donde 
la temperatura es superior a la temperatura a 0,63 mm , situación que no sucede en la 
experimentación.  
Este resultado es debido posiblemente a que el modelo SPH genera una distribución de 
temperatura con valor promedio que no refleja directamente la medida realizada por la 
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experimentación física, donde Ts-Ex es una medida única de la cámara infrarroja [4] y no 
precisamente el promedio de una distribución de temperaturas. 
 
(a) 
 
(b) 
 
(c) 
Figura 6-6. Variación de la temperatura en la zona de cizallamiento principal en función 
de la profundidad y la velocidad de corte para aluminio 6082-T6. (a) 2 m/scV  , (b) 
4 m/scV   y (c) 6 m/scV  . Ts es temperatura en la zona de cizallamiento principal del 
modelo SPH y Ts-Exp es temperatura en la zona de cizallamiento principal experimental 
[4]. 
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6.3.2 Morfología de la viruta en los momentos iniciales de 
formación 
En la Figura 6-7 se muestran las zonas principales de cizallamiento para la 
experimentación de Jaspers [4] y el modelo SPH para un acero 1045, a 2 m/scV  , 
0,2 mmpa   y 0,66 p m  , se observa la comparación en los primeros instantes de 
formación entre el modelo de maquinado y la viruta real, en la cual se nota una muy 
buena similitud para las zonas formadas en los primeros instantes, en particular el built-
up layer (BUL) o capa de adherencia la cual se hace presente en la viruta en la interface 
con la herramienta [1], [4], [37] como se señala en la Figura 6-7 (a). También en la 
comparación en la Figura 6-8  se observa que el modelo SPH parece formar el BUL de 
forma muy similar a la física real, se observa una aglomeración de un gran numero de 
partículas similar a la realidad donde se deforman y estiran los granos de la estructura 
del material (ver Figura 6-8 (a)) [1], [2], esta evidente deformación plástica es similar a un 
laminado en frio como se relata comúnmente este fenómeno en la interacción 
herramienta-viruta [1], [7].   
 
Figura 6-7. Zonas de cizallamiento principal y secundario, y la built-up layer (BUL) o capa 
recrecida, para un acero 1045, a 2 m/scV  , 0,2 mmpa   y 0,66 p m  . (a) 
Experimentación de Jaspers [4] y (b) modelo SPH de maquinado. 
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Figura 6-8. Interacción entre la punta de la herramienta y el material de trabajo, para un 
acero 1045, a 2 m/scV  , 0,2 mmpa   y 0,66 p m  . (a) Experimentación de Jaspers 
[4] y (b) modelo SPH de maquinado mostrando deformación equivalente ( eq ).    
6.4 Comparación con modelos numéricos 
En esta sección se comparara el modelo SPH desarrollado en el presente trabajo para 
maquinado ortogonal de metales con tres modelos numéricos: en primer lugar con el 
modelo por diferencias finitas (DF) realizado por Jaspers [4] para la temperatura en la 
zona de cizallamiento secundario. Después se compara para la formación de la viruta 
con el software comercial DEFORM-2D para las variables temperatura, deformación, tasa 
de deformación y esfuerzo. Y para concluir se analizará la deformación del modelo con 
respecto al modelo desarrollado por Limido [36] para aluminio 6061-T6 por el método 
SPH empleando el software comercial LS-DYNA. 
6.4.1 Comparación con el modelo por diferencias finitas 
En el trabajo experimental realizado por Jaspers (1999) [4], se evaluó la temperatura en 
la zona de cizallamiento principal, el espesor de viruta y las propiedades de 
conductividad de la viruta deformada para acero 1045 y aluminio 6082-T6. Esta 
información se empleó posteriormente para producir un modelo de cálculo de la 
temperatura en la zona de cizallamiento secundario particularmente en la sección que 
coincide con la zona de adhesión en la interacción herramienta-viruta por medio del 
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método de diferencias finitas (DF) [46], este modelo se desarrollo debido a la 
imposibilidad de tomar una medida experimental adecuada. El modelo por DF se utilizó 
para analizar la temperatura máxima y media en la zona secundaria de deformación. 
donde ocurre la interacción entre la herramienta y la viruta, y que en gran medida define 
la vida de la herramienta [3], [93], [172]. Se utilizó este trabajo por DF como referencia 
para comparar los valores de temperatura en la zona secundaria para el modelo de 
maquinado desarrollado por SPH. 
En la Figura 6-9 y Figura 6-10 se muestran los valores de las temperaturas promedio y 
máxima en la zona de cizallamiento secundario para el modelo por diferencias finitas (Tf-
DF) y para nuestro modelo SPH (Tf-SPH), en función de la variación de la profundidad de 
corte pa  y la velocidad de corte cV , para los materiales acero 1045 y aluminio 6082-T6. 
Para acero 1045 en la Figura 6-9 (a) correspondiente a una velocidad de 2 m/s se 
observa un resultado similar entre los dos modelos para la profundidad 0,1 mmpa  . 
Para las profundidades de corte 0,2  y 0,4 mm , las temperaturas del modelo SPH, tanto 
media como máxima se encuentran muy por debajo del modelo DF. Para la Figura 6-9 
(b) correspondiente a una velocidad de corte de 4 m/s el comportamiento de los dos 
modelos es muy similar, aunque el resultado del modelo SPH para 0,4 mmpa  , en que 
no hay dato de comparación con el modelo de Jaspers se presenta un decrecimiento en 
la temperatura.  
 
(a) 
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(b) 
Figura 6-9. Comparación de temperatura de la zona de cizallamiento secundario para 
acero 1056 entre los modelos por diferencias finitas (Tf-DF) y SPH (Tf-SPH) para los 
valores máximos  y medio de las simulaciones. 
 
En la Figura 6-10 que ilustra la comparación de resultados para el aluminio, se observa 
que los valores del modelo SPH en comparación al modelo por diferencias finitas se 
encuentran por debajo tanto para los valores máximos como para los medios. Sin 
embargo se puede notar que el modelo SPH en los casos de profundidad de corte de 
0,2  y 0,63 mm  (ver Figura 6-10 (a) y (c)) presentan un comportamiento similar en la 
diferencia entre máximo y medio con respecto al modelo de Jaspers, sin embargo para 
0,4 mmpa   (observar Figura 6-10 (b)) los valores máximo y medio son muy cercanos 
en el modelo SPH mostrando que en este modelo se forma una zona secundaria SPH 
muy delgada situación próxima de la física del proceso y que no se evidencia en el 
modelo por diferencias finitas. 
 
(a) 
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(b) 
 
(c) 
Figura 6-10. Comparación entre temperaturas de la zona de cizallamiento secundario 
para aluminio 6082-T6 para los modelos por diferencias finitas (Tf-DF) y SPH (Tf-SPH) 
para los valores máximos y medio de las simulaciones. 
6.4.2 Comparación con DEFORM-2D  
Para comparar el modelo SPH también se formularon los modelos usando el paquete 
DEFORM-2D, que es un software basado en el método de elementos finitos (MEF) que 
presenta un modulo especializado en modelado de sistemas de maquinado ortogonal, y 
que ha sido referenciado en algunos trabajos en investigación de maquinado [62]. Con 
este software, implementamos una simulación de un proceso de maquinado ortogonal 
para acero 1045, con un comportamiento elástico-plástico y el modelo reológico de Oxley 
[13], [44] para definir la superficie de fluencia, el modelo de Oxley es el mas 
recomendado por el propio DEFORM-2D como el mas adecuado para este material de 
trabajo. De esta forma se procedió a comparar los resultados con el modelo desarrollado 
en SPH para maquinado ortogonal, que presenta un comportamiento elástico-plástico y 
modelo reológico de Johnson-Cook [159]. 
En la Figura 6-11 se ilustra la deformación plástica equivalente comparada entre los 
modelos MEF y SPH, se observa que el modelo SPH presenta la mayor deformación, y 
se presenta en la interacción punta de la herramienta y el material (zona terciaria), sin 
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embargo se puede notar para las zonas de cizallamiento principal y secundario un 
comportamiento considerablemente próximo en los valores eq  para los dos modelos.   
 
Figura 6-11. Comparación de la distribución de deformación equivalente ( eq ) en SPH y 
MEF para la formación de viruta, para un 1045: (a) Simulación MEF con DEFORM-2D y 
(b) simulación por SPH.  
 
En la Figura 6-12 se muestra el comportamiento de la tasa de deformación equivalente, 
que es mucho mayor en el modelo MEF (Figura 6-12 (a)), además el modelo SPH 
presenta tasa de deformación apreciable en todas las zonas de cizallamiento (Figura 
6-12 (b)), mientras en el modelo MEF solo se presenta claramente en la zona principal y 
terciaria, esto muestra que el modelo SPH parece mostrar la tasa de deformación por la 
interacción herramienta-viruta situación que no parece presentarse de forma clara en la 
simulación en DEFORM-2D, y que se presenta físicamente en la zona de adhesión y el 
BUL en la formación de viruta [1], [4], [37], [56]. 
En la Figura 6-13 se ilustra la comparación de distribución de temperatura para los 
modelos, se observa que la temperatura en el modelo SPH es mayor que la temperatura 
en el modelo MEF, se puede notar que la temperatura máxima se presenta en la zona de 
cizallamiento terciaria, sin embargo si se observan las otras zonas la distribución de 
temperatura es similar. Es interesante notar que en SPH el modelo presenta en la zona 
terciaria una elevada temperatura casi al punto de fusión del material de trabajo 
generada en la interacción entre punta de la herramienta y el material de trabajo como es 
mencionado en la literatura [4], [7], [41], fenómeno que no se observa en el modelo con 
DEFORM-2D. 
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Figura 6-12. . Comparación de la distribución de tasa de deformación equivalente ( eq ) 
en SPH y MEF para la formación de viruta, para un acero 1045: (a) Simulación MEF con 
DEFORM-2D y (b) simulación con SPH. 
 
 
Figura 6-13. Comparación de la distribución de la temperatura (T ) en SPH y MEF para la 
formación de viruta, para un acero 1045: (a) Simulación MEF con DEFORM-2D y (b) 
simulación con SPH. 
 
La distribución de esfuerzo en la Figura 6-14 permite observar un esfuerzo equivalente 
máximo muy similar para los dos modelos, sin embargo la distribución de esfuerzos es 
completamente diferente, esto puede ser debido principalmente a la estrategia de 
aproximación de los métodos, y a las diferencias que se han notado en particular en la 
zona de cizallamiento secundario y terciario. Es interesante acotar que la zona 
secundaria y terciaria muestra valores menores de esfuerzo en SPH, debido a 
encontrarse el material en un rango muy alto de deformación permanente. Físicamente 
es más razonable el resultado con el modelo en DEFORM-2D. 
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Figura 6-14. Comparación de la distribución de esfuerzos equivalentes ( eq ) en SPH y 
MEF para la formación de viruta, para un acero 1045: (a) Simulación MEF por DEFORM-
2D y (b) simulación por SPH. 
6.4.3 Comparación SPH el modelo SPH de Limido 
En esta sección se muestra la comparación entre el trabajo realizado por Limido [34], [36] 
con SPH y empleando el software comercial LS-DYNA para el proceso de maquinado 
ortogonal de un aluminio 6061-T6, en un modelo que emplea un comportamiento 
elástico-plástico y Johnson-Cook. Para este fin se recrean las condiciones de corte 
propuestas en el trabajo de Limido con 0,25 mmpa  , 10 m/scV  , 5    y 50p m  . 
Para efectos de comparación se usaron las propiedades de la  
Tabla 5-3 para el aluminio 6062-T6 y los mismos parámetros de corte propuestos por  
Limido. 
En la Figura 6-15 se nota que el modelo SPH realizado en este trabajo presenta una 
mayor deformación equivalente en comparación al modelo SPH de Limido[36], 
particularmente en la zona terciaria. Sin embargo se denota un comportamiento similar 
en la distribución de la deformación de la viruta en la cual se puede observar que se 
presenta la mayor cantidad de deformación en la viruta en las zonas principal y 
secundaria de cizallamiento, por otra parte la en superficie generada se nota una alta 
deformación en los dos modelos, pero la simulación SPH de este trabajo muestra una 
superficie demasiado irregular en comparación al modelo de Limido, la cual se aproxima 
mas a la fisica del maquinado en este aspecto [36], [92], [100].    
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Figura 6-15. Comparación de la distribución de deformación equivalente ( eq ) en SPH 
simulado por Limido [36] y modelo SPH presentado en este trabajo para la formación de 
viruta, con 0,25 mmpa  , 10 m/scV  , 5    y 50p m  , para aluminio 6061-T6: (a) 
Simulación SPH por Limido [36] y (b) simulación hecha en este trabajo con SPH. 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
7 Conclusiones y recomendaciones 
7.1 Conclusiones 
Este trabajo presentó el proceso y la formulación para la implementación de mecánica de 
solidos en altas deformaciones empleando el método de SPH. Se muestra la 
implementación de un algoritmo propio para el modelo, los fundamentos de las 
ecuaciones de continuidad por SPH, el comportamiento del régimen elástico lineal por ley 
de Hooke, criterio de fluencia de von Mises, y modelo de Johnson-Cook para determinar 
la superficie de fluencia teniendo en cuenta factores como suavizado, sensibilidad y re-
endurecimiento, y comportamiento pos-elástico (régimen plástico) delimitado por un 
coeficiente de plasticidad. De esta manera, se presentó un modelo perfectamente 
elástico-plástico para altas deformaciones en metales.  
Se realizó una descripción general de la teoría y la implementación del método SPH, 
principalmente a las ecuaciones de continuidad masa, momento y energía. Se estudiaron 
y aplicaron de forma detallada las correcciones particularmente orientadas a sólidos, se 
implementaron los buscadores de partículas, los diferentes FS y las condiciones de 
contorno. Se puede concluir que las correcciones MLS para re-inicialización de la 
densidad, “viscosidad” y “esfuerzo artificial” para las tensiones desestabilizadoras y 
Libersky-Randles para re-inicialización del gradiente Kernel, el método inédito de 
fronteras que mezcla partículas dinámicas y repulsivas y que se ha denominado como 
Partículas Virtuales Dinámicas Repulsivas (PVDR), y el Kernel B-Spline, presentan 
mejores resultados en comparación a los otros métodos comparados en este trabajo.          
Se presentan para validación tres simulaciones en dos dimensiones para materiales 
metálicos por el método de SPH para mecánica de solidos en alta deformación.  De los 
anteriores el ensayo de “plano de alto corte”, muestra un adecuado comportamiento en la 
interacción entre partículas en comparación a otros modelos y a datos experimentales. El 
problema de “impacto de una placa sobre una superficie rígida”, presenta un 
comportamiento realista entre las partículas y la pared rígida al compararse con otros 
modelos y valores experimentales, sin embargo en comparación al perfil del material real 
deformado en pruebas experimentales a 279 m/s [148] se encontró que la morfología es 
similar entre ambos pero no se puede considerar igual especialmente en la deformación 
inferior de la placa. En el ensayo de “impacto de un cilindro sobre una placa”, tiene un 
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adecuado comportamiento en relación a otros modelos y a valores experimentales, 
aunque presenta algunas separaciones irregulares en la parte superior del cilindro en el 
momento de la penetración de la placa. 
El funcionamiento de SPH para modelar procesos de alta deformación fue probado y los 
ejemplos desarrollados muestran un apropiado comportamiento con respecto a otros 
modelos y a datos experimentales. Con lo cual es posible implementar el modelo 
desarrollado en la simulación de maquinado ortogonal. 
El modelo SPH para maquinado ortogonal de metales presenta una distribución en el 
material de trabajo para la formación de viruta de forma coherente en la distribución de 
esfuerzos, deformación, tasa de deformación y temperatura. Debido a los efectos del 
material de trabajo incluidos por el modelo de Johnson-Cook para definir la superficie de 
fluencia, la ecuación de estado de solidos de Mie-Gruneisen y las propiedades los 
materiales (modulo de elasticidad a cortante, calor especifico, densidad y etc.) se 
obtienen comportamiento físicamente realistas en la generación de las características de 
los materiales estudiados sometidos a altas deformaciones. 
La interacción herramienta-material de trabajo para la formación de la nueva superficie y 
el desprendimiento de la viruta, se presenta de forma natural por el método libre de malla 
SPH por la relación entre partículas. En las cuales se presentan relaciones coherentes 
entre el modelo y las características físicas reales del proceso. 
El diseño experimental 32  en el modelo en maquinado muestra una interesante cualidad 
de dependencia entre las propiedades del material de trabajo y los parámetros de corte 
cV  y pa , acorde al proceso de maquinado en la zona de cizallamiento principal para va  y 
sT , lo cual muestra que la formulación de elástico-plástica tiene una relación directa con 
los materiales y la conformación del modelo en la interacción entre partículas, para la 
formación de viruta. 
El modelo SPH en maquinado genera las zonas de cizallamiento principales en las 
etapas iniciales de la formación de la viruta, además del built-up layer (BUL) y la zona de 
adhesión, las cuales parecen coincidir con la evidencia experimental [1], [4]. En particular 
la presencia de la zona terciaria muestra interesantes comportamientos que no se 
observan en otros modelos numéricos comparados, como altas deformaciones, tasas de 
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deformación y distribución de temperatura, características detectadas en  evidencia 
experimental [1], [4], [7]. 
El modelo de maquinado SPH presenta un comportamiento físicamente realista en 
comparación a valores experimentales en cuanto a la temperatura de la zona de 
cizallamiento principal para los ensayos con acero 1045, sin embargo para el aluminio 
6082-T6 la temperatura en la zona principal no presenta un comportamiento tan 
adecuado como en el acero presentándose valores más lejanos a los datos 
experimentales [4]. 
En las comparaciones con otros modelos numéricos, caso del modelo DF para el caso 
del acero 1045 se presenta una temperatura en la zona secundaria muy similar, sin 
embargo para el aluminio 6082-T6 tiende a estar muy por debajo del modelo DF. La gran 
diferencia entre la comparación con MEF es que el modelo SPH forma la zona de 
cizallamiento terciaria de forma muy definida, cosa que no sucede en MEF, sin embargo 
en las demás variables parecen ser similares. En la comparación con el modelo SPH 
desarrollado por Limido [36]  para aluminio 6061-T6, el modelo desarrollado en este 
trabajo presenta valores mayores de deformación, además de que la superficie generada 
es muy irregular en comparación al modelo de Limido, aunque la distribución de 
deformación equivalente parece ser muy similar al centrarse la mayor parte en la viruta y 
en las zonas principal y secundaria de cizallamiento. 
7.2 Recomendaciones 
A pesar de que se presentan unas comparaciones experimentales tomadas de la 
bibliografía para la validación del modelo SPH para maquinado, no deja de ser necesario 
el desarrollo propio para poder tener la certeza de que tan confiables son los valores a 
utilizar y poder escoger las variables mas adecuadas a comparar. 
La implementación de un nuevo método de frontera rígida que hemos denominado como 
Partículas Virtuales Dinámicas Repulsivas (PVDR) presento excelentes resultados en la 
mayoría de problemas modelados, pero para la frontera móvil en el proceso de 
maquinado ortogonal presento varios problemas, en particular inestabilidades en que la 
frontera terminaba generando errores en el procesamiento después de un largo tiempo 
de corrida. De esta manera se necesita desarrollar mejores métodos de frontera móvil 
con pared rígida para lograr un comportamiento mucho más confiable en la 
implementación del proceso de maquinado en SPH.      
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Se debe mejorar en aspectos como el código de búsqueda de partículas [115], [149] y 
métodos de paralelizado por medio de GPU [75], [173], [174], para reducir el tiempo de 
procesamiento, el cual en promedio podía tomar para el modelo de maquinado por SPH 
aproximadamente 24 horas.  
A pesar de que en el método SPH no exige siempre el empleo de un modelo de fractura 
para la simulación de problemas de deformación de materiales solidos [21], podría ser 
mas acertado emplearlos, de esta forma puede lograrse una simulación completa de 
maquinado donde no solo se presenten las etapas iniciales de formación de la viruta, si 
no también el proceso de desprendimiento, la generación completa de la nueva superficie 
y posiblemente la generación de procesos de desprendimiento de material con 
propiedades frágiles. De esta manera, se podrían representar una mayor variedad de 
situaciones en el proceso de maquinado con respecto a la formación de la viruta. 
El modelo desarrollado para SPH, en particular el código programado en lenguaje 
FORTRAN en el presente trabajo, puede modificarse para modelar problemas en tres 
dimensiones, por tal motivo en futuras implementaciones del código sería interesante 
desarrollar este tipo de problemas.  
7.3 Productos y publicaciones 
Se desarrollo un código propio en el lenguaje FORTRAN implementando SPH para la 
solución de problemas con ecuaciones de continuidad (masa, momento, energía), 
particularmente en este trabajo orientado a la simulación de problemas de alta 
deformación de materiales solidos de origen metálico. Sin embargo, también se realizan 
algunas aplicaciones en mecánica de fluidos (ver ANEXO B). De esta manera se 
desarrolló un programa de modelamiento multipropósito para la simulación de fenómenos 
de mecánica para una gran gama de problemas en materiales tanto solidos como fluidos. 
Se realizan seis ponencias en congresos nacionales e internacionales y un artículo para 
revista que se encuentra en revisión, todos estos productos realizados para este proyecto 
de tesis de los cuales se incluyen los resúmenes correspondientes en el ANEXO C. 
Adicionalmente se esta trabajando en dos artículos más, orientados a revistas 
internacionales, uno centrado en la implementación del método SPH a problemas de alta 
deformación de materiales y otro dirigido a mostrar las etapas iniciales de formación de la 
viruta, presentando las ventajas del empleo del método de SPH desarrollado. 
  
 
A. Anexo: Formulación SPH para 
ecuaciones de continuidad 
En esta parte del trabajo se muestra de forma detallada la discretización SPH de las 
ecuaciones de continuidad de masa, energía y momento, implementadas en los capítulos 
3 y 4.  
CONSERVACIÓN DE LA MASA 
La ecuación de la conservación de la masa, es la ecuación diferencial que describe 
matemáticamente la ley de conservación de la masa [15], [17] y esta dada por (A.1). 
  0d
dt

  v   (A.1) 
Es oportuno recordar la expansión del teorema de Gauss como las ecuaciones (A.2).   
 
 
(
(
    
     
AB B)A B A
B)A AB B A
  (A.2) 
Usado el teorema de la divergencia (A.2) en (A.1), se tiene la ecuación (A.3).  
     d
dt

                   v 1 v 1v v 1   (A.3) 
De esta manera, se implementa la expansión (A.3)  para la discretización de SPH como 
la ecuación (A.4). 
 i ij ij
d W d W d
dt


 
 
        
 
 v v 1   (A.4) 
Se expande la función ijW  y el gradiente velocidad con el teorema de Gauss de la 
divergencia como (A.5). 
   i ij ij ij ijd W W d W W ddt


 
 
                  
 
 v v v 1 1   (A.5) 
Y usando los postulados de aproximación por Kernel de la sección 3.1.2, donde la 
integral de superficie debe tender a cero para la aproximación de una función Kernel, por 
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lo que las partes de las funciones anteriores integradas en la superficie del dominio son 
dadas como (A.6). 
  0ij ij
S
W d W dS

     v v
  (A.6) 
  0ij ij
S
W d W dS

    1 1
 
De esta forma se tiene que (A.5) con respecto a (A.6) se puede expresar como (A.7). 
i
i j ij j i ij j
d W d W d
dt


 
 
        
 
 v v   (A.7) 
Se realiza la aproximación por partícula de (A.7) (ver sección 3.1.4)  quedando de la 
forma (A.8). 
 
1
N
i
i j i i ij
j
d W
dt



 
    
 
 v v   (A.8) 
Y considerando la delta volumen para cada partícula j  como jj
j
m

  , la ecuación de 
masa transformada por SPH queda de la forma (A.9). 
 
 
1
1
N
ji
i j i i ij
j j
N
ji
i i j i ij
j j
md W
dt
md v v W
dt
  








 
   
  
 
   
  


v v
  (A.9) 
La ecuación (A.9) es la función más usada, al tener una mayor simetría de la variable 
densidad entre partículas [21], [77], [105]. Por lo cual es la ecuación diferencial para 
cambio de masa implementada en todo el trabajo de simulación por SPH. 
 
CONSERVACIÓN DEL MOMENTO 
Se tiene la ecuación diferencial que describe la cantidad de momento [15], [17] como 
(A.10). 
d
dt
   
v
σ F   (A.10) 
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Donde para (A.10),   es el tensor esfuerzo, v  es el vector velocidad y Fes el vector de 
fuerzas externas. La cual despejando  
d
dt
v
 y expandiendo el gradiente esfuerzo con 
respecto a la densidad usando (A.2), queda como la ecuación (A.11).  

3
1 2
1d
dt   
    
         
   
v σ σb σ F
 
    (A.11) 
La ecuación (A.11) se divide en tres funciones, para desarrollarse de la siguiente forma: 
Función 1 
Se tiene la función dada en (A.11) para la parte 1, la cual se aproxima por Kernel de la 
forma (A.12). 
j
ij i ij
j
W d W d
   
   
           
   
 
σσ σ
  (A.12) 
De esta manera, utilizado la aproximación por partícula, dada en la sección 3.1.4, la 
función (A.12) es transformada como (A.13). 
1
N
j
i ij j
j j
W
 
 
     
 

σσ
  (A.13) 
Función 2 
Se tiene la función 2 de la ecuación (A.11), es transforma por SPH en una FS como 
(A.14).  
1 1
ijW d 
    
          
    
σ σ   (A.14) 
Usando la identidad para la función 2
1 
 
  
   
 
, la cual se puede demostrar 
fácilmente [10], la función queda de la forma (A.15).  
 2 2
1 i
ij j i ij
i
W d W d 
   
 
                 
 
 
σσ
σ   (A.15) 
De esta manera, se aproxima por partícula, utilizando los criterios explicados en la 
sección 3.1.4, y de esta forma la función 2 queda como la ecuación (A.16). 
2
1
1 Ni
j i ij j
ji
W
  
 
      
 
σσ   (A.16) 
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Función 3 
Para la función 3 de la ecuación (A.11) se emplea la aproximación por kernel para una 
función, mostrada en la sección 3.1.3, expresándose como (A.17) para el vector fuerzas 
externas.  
1
N
j ij j ij j
j
W d W

   F F F   (A.17) 
Sin embargo, en muchos casos como implementación de pared rígida para condiciones 
de contorno, el vector fuerza que se agrega al problema se discretiza por SPH de una 
forma particular (ver sección 3.10), según el método de “partículas repulsivas” que se 
utilice [77], [109], [152]. Por esta razón, el vector F  por lo regular se señala en las 
formulaciones SPH sin la función de suavizado. 
Función SPH para la ecuación de momento  
Ahora teniendo las tres funciones (A.13), (A.16) y (A.17), se puede asumir que la función 
momento (A.11) estará dada por (A.18). 
2
1 1 1
N N N
ji i
i ij j j i ij j j ij j
j j jj i
d W W W
dt

   
          
σv σ F   (A.18) 
De esta manera, sabiendo que el diferencial volumen es jj
j
m

  , se tiene que la 
ecuación de momento se establece como (A.19). 
2
1 1
N N
j j j ji i
i ij j i ij j ij
j jj j i j j
m m md W W W
dt

     
   
           
   
 
σv σ F   (A.19) 
Por lo cual de reorganizar la ecuación de momento (A.19), la función de conservación del 
momento es dada como (A.20). 
2 2
1 1
2 2
1 1
N N
j ji i
j i ij j ij
j jj i j
N N
j ji i
j i ij j ij
j jj i j
md m W W
dt
mdv m W F W
dt
 
 
  
 
  
 
 
   
         
   
   
         
   
 
 
σv σ F
 (A.20) 
Igual que en el caso de masa la ecuación de conservación de momento (A.20) es 
ampliamente utilizada, en particular en problemas aplicados a alta deformación en 
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materiales solidos. Siendo esta ecuación transformada por SPH la empleada a lo largo 
del trabajo para todas las simulaciones.   
  
CONSERVACIÓN DE ENERGÍA 
Para la ecuación diferencial que describe la conservación de la energía [15], [17] como 
(A.20). 
1 : sdE
dt 
 σ v   (A.21) 
Donde para (A.21) el gradiente simétrico de la velocidad es  1
2
s    v v v  y E  
es la energía. La formulación de energía tiene la particularidad con las funciones 
discretizadas anteriores que tiene dos importantes dependencias que son   y s v . De 
esta forma, se hace necesario crear una dependencia mas profunda entre estas dos 
funciones para la aproximación de SPH [10], [105]. Además, en este caso el empleo del 
gradiente simétrico de la velocidad genera un manejo un poco diferente al habitual para 
la aproximación SPH en (A.21) [10], [105].    
Se aproxima la función energía de dos formas, las cuales cada una por separado 
representaría una aproximación numérica por SPH adecuada para esta función (A.21) 
[21], [28], [124]. Las dos partes son dadas como (A.22) y (A.23).  
Parte I
1 1: :s sij j ij
j
dE W d W d
dt   
      σ v σ v    (A.22) 
2 2
Parte II
1 1: :s sij i j ij
i
dE W d W d
dt
 
  
      σ v σ v   (A.23) 
Donde se puede notar que en (A.22), el tensor esfuerzo es tenido en cuenta en la 
aproximación del kernel, mientras en la ecuación (A.23) no. Teniendo en las dos 
funciones el operador s ijW v , se usa la aproximación por Kernel de la sección 3.1.4, 
para su transformarlo por SPH como (A.24). 
 
   
1
2
1
2
s
ij i j j i ij
s
ij i ij j i j i i ij
W d W d
W d W W d
 
 
       
           
 
 
v v v
v v v v v
  (A.24) 
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Utilizando la aproximación por partículas, la funcóon (A.24) y el diferencial volumen como 
j
j
j
m

  , en las ecuaciones (A.22) y (A.23) quedan expresadas como (A.25) y (A.26) 
respectivamente. 
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Para realizar una aproximación teniendo en cuenta las dos partes (A.26) y (A.27), se 
realiza un promedio entre las funciones como (A.27). 
Parte I Parte II
1
2
dE dE dE
dt dt dt
 
  
 
    (A.27) 
La función SPH para energía teniendo en cuenta un promedio entre las ecuaciones 
(A.25) y (A.26), es dada por la formulación (A.28).  
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De esta forma, la formulación realizada para energía tiene en cuenta las función   y 
s v . Y se discretiza por SPH la formulación mas empleada en mecánica de los medios 
continuos para continuidad energía [15], [17], pero no tan habitual en SPH [65], [77]. 
  
 
B. Anexo: Aplicación de SPH en 
mecánica de fluidos 
Este anexo muestra de forma muy breve la formulación de SPH para las ecuaciones de 
continuidad aplicada a mecánica de fluidos por medio de Navier-Stokes [78], [109], [128], 
[137]. Se presentan las ecuaciones de estado y la formulación del tensor esfuerzos para 
fluidos, centrada principalmente en el estudio de tres problemas ampliamente 
referenciados en mecánica de fluidos en SPH como son: Shear Driven Cavity [105], Dam 
Break [78], [115] y Dam Collapse [109], [137].  
Esta parte del trabajo en mecánica de flujo fue implementada como validación temprana 
del código SPH, al ser una formulación más simples de desarrollar, en comparación a los 
problemas de mecánica de solidos [77], [105] y encontrarse mucha mas información 
detallada para su implementación  [66], [77], [78], [81].  
 
IMPLEMENTACIÓN EN FLUIDOS 
La aplicación en fluidos para SPH para el caso de Navier-Stokes estará definido por las 
ecuaciones de continuidad, masa, momento y energía, las cuales son las mismas 
ecuaciones implementadas en SPH en la sección 3.3, siendo presentadas como: 
 Densidad descrita por una ecuación diferencial de conservación de masa como la 
ecuación (B.1) [20], [77], [109]. 
1
( )
N
ji
i j i i ij
j j
md W
dt



   v v   (B.1) 
Ecuación de densidad considerándola una función para aproximarla a una 
sumatoria de la masa como (B.2) [77], [109]. 
1
N
i j ij
j
m W

      (B.2) 
 Ecuación de continuidad de momento como la ecuación (B.3) [66], [79]. 
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 Ecuación de continuidad de energía representada como (B.4) [65], [127], [145]. 
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Y la ecuación de temperatura como la ecuación (B.5). 
i
i
v
ET
C
   (B.5) 
Tensor de esfuerzos en fluidos 
Como se muestra en el capitulo 3, el tensor esfuerzo es una variable sumamente 
importante en las ecuaciones de continuidad, la cual esta dada en sus componentes 
esféricos y deviatoricos como la ecuación B.6. 
P  σ 1 τ    (B.6) 
Donde el tensor esfuerzo estará definido por   que es el tensor esfuerzos viscosos 
(componente deviatorico) y P  la presión (el componente esférico).  
De esta forma   estará dada por la tasa de deformación deviatorica   y la viscosidad 
dinámica f  como la ecuación B2.  
f
f
 

  


τ ε

   (B.7) 
Donde se define   como (B.8) y la tasa de deformación   como (B.9). 
 1 1
3
1
3
kk     
 
 
ε ε tr ε  
  
   (B.8) 
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Para la variable P  se usa un modelo cuasi-incompresible, que se puede implementar 
con alguna ecuaciones de estado para fluidos [124], [128]. En esta anexo se aplican dos: 
la ecuación para flujo con Reynolds bajos aplicada por Morris en SPH [105], [129], [132] 
dada por (B.10) y la ecuación de Tait [109], [128] para aplicaciones de flujo libre dada por 
la ecuación (B.11). 
2P c     (B.10) 
 
0
1
r
fP B
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
  
   
   
  (B.11) 
Donde para las ecuaciones (B.10) y (B.11), c  es la velocidad del sonido, 
2
0
f
cB
r

 , 
7fr   y 0  es la densidad inicial del fluidos. 
Ya teniendo definido el tensor esfuerzo, se utiliza la implementación SPH de la sección 
3.11 y las correcciones XSPH [137], Shepard [10], [78] y Viscosidad artificial [65], [66] 
(ver sección 0). De esta manera, se define el modelo desarrollado por SPH para fluidos 
por medio de Navier-Stokes. 
 
SHEAR DRIVEN CAVITY 
Para el problema de SHEAR DRIVEN CAVITY se implementan los parámetros que 
asemejan el comportamiento de un fluido, representadas con 1600 partículas en un 
arreglo cuadrático de 1 x 1 mm (ver Ilustración 1). Se emplean la ecuación de estado 
(B.10). Donde las propiedades iniciales del fluido son: 3 30 10  kg/m  , 0,01 m/sc  , 
0,001 Pa sf   , 4181,3 J/kg KvC    y 0,58 W/m KK   . Se utiliza para todos los 
casos las ecuaciones de conservación momento (B.3) y energía (B.4), sin embargo, la 
densidad es aproximación como un función por SPH dada por la ecuación (B.2), al 
considerar un cambio de densidad muy pequeño y un fluido cuasi-incompresible [77], 
[109].  
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Ilustración 1. Distribución inicial de partículas para el problema SHEAR DRIVEN CAVITY. 
 
Para los problemas SHEAR DRIVEN CAVITY se realizan tres ejercidos los cuales se 
muestran en la Ilustración 2. El problema mostrado en la Ilustración 2 (a), representa una 
condición en la pared izquierda del cubo con una temperatura en la frontera ( BT ) de 
100 °C , mientras el resto de las fronteras y el fluido se encuentra a 20 °C. En el que el 
objetivo del problema es mostrar la conducción de calor del fluido mientras las fronteras 
se mantienen constantes con su temperatura inicial. En la Ilustración 2 (b) e Ilustración 2 
(c) se presentan los ejercicios de SHEAR DRIVEN CAVITY, donde en los dos casos se 
implementa una velocidad cortante ( sV ) en las fronteras  de 
310  m/s , en la que se busca 
mostrar la dispersión del fluido cuando encuentra un estado estable de flujo.  
En la Ilustración 3 se observa la distribución de temperatura, donde se nota un 
comportamiento coherente del ejercicio de la Ilustración 2 (a) para la conducción de calor 
del fluido [77], [127], [147] en un tiempo de 1,5 s , mostrando un buen comportamiento de 
la ecuación (B.4). 
En la Ilustración 4 se muestra el caso de la Ilustración 3 (b), mostrando la distribución de 
las líneas de flujo para cada partículas, es decir, la trayectoria recorrida de cada partícula 
en un tiempo de 0,15 s . En este tiempo se asegura una estabilización del problema y se 
nota muy claramente el vórtice generado por la condición de frontera, el que concuerda 
con la distribución de otros modelos realizados por SPH [78], [105], [175] 
Anexo: Aplicación de SPH en mecánica de fluidos 133 
 
En la Ilustración 5 se presenta la distribución de las líneas de flujo para las partículas en 
un tiempo de 0,15 s , para el problema con las condiciones de frontera de la Ilustración 3 
(c). Donde se generan  cuatro vórtices, y las líneas de flujo una distribución similar a 
cuatro triángulos acoplados, lo que es un comportamiento clásicos para este tipo de 
problema, mostrado coherencia en la simulación [120]. 
 
Ilustración 2. Condiciones de contorno para los problemas de DRIVEN CAVITY. (a) 
Problema con temperatura constante en la pared izquierda de 100 °CBT  , (b) Problema 
DRIVEN CAVITY con velocidad cortante ( sV ) en la pared superior de 
310 m/s y (c) 
Problema DRIVEN CAVITY para las cuatro paredes a una sV  de 
310 m/s . 
 
 
Ilustración 3. Conducción de calor de una pared a 100 °C  para la conducción de calor en 
un fluido con propiedades semejantes al agua.  
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Ilustración 4. Líneas de flujo para las partículas para las condiciones de la Ilustración 3 
(b) para un tiempo de 0,15 s . 
 
 
Ilustración 5. Líneas de flujo para las partículas para las condiciones de la Ilustración 3 
(c) para un tiempo de 0,15 s . 
Dam Break 
Para el caso de Dam Break se emplea la distribución inicial de una columna de 1 x 2 m 
para 1700  partículas con propiedades similares al agua dentro de un cubo de 4 x 4 m, 
como se muestra en la Ilustración 6, donde se presenta la gravedad en dirección 
Anexo: Aplicación de SPH en mecánica de fluidos 135 
 
negativa de y  ( 29,81 m/sg  ), siendo aplica de forma constante y uniforme sobre todas 
las partículas de la columna de agua. Se usan las ecuaciones conservativas de masa 
(A.1), momento (A.3) y energía (A.4). Además, para este ejercicio empleamos la 
ecuación de estado (A.11) y se redistribuye la densidad inicial con la función (A.12), para 
tener en cuenta el  flujo de gravedad en el fluido.  
0 2
0
hidro fP r
c
 

 
  
 
  (A.12) 
De esta forma, en (A.12) la densidad inicial queda en función de la presión hidrostática (
hidroP ) dada como la ecuación (A.13) y la velocidad del sonido (c ) definida por (A.14). 
0 ( )hidro iP g H y    (A.13) 
2c gH    (A.14) 
Donde H  es la altura máxima de la columna de fluido ( 2 m ), 3 30 10  kg/m   y iy  es la 
distancia inicial en el eje y  de la partícula thi . 
 
Ilustración 6. Condiciones iniciales problema de Dam Break. 
 
En la Ilustración 7 se observa pasó a pasó el desmoronamiento de la columna de agua, 
mostrando a su vez la distribución de velocidad en x , para un tiempo total de 1,4 s . Esta 
muestra un distribución acorde a lo encontrado en la literatura para el problema de Dam 
Break tanto de la distribución de partículas como de velocidades [77], [115], [174]. 
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Distribución de velocidad en x  
  
  
  
Ilustración 7. Se muestra pasó a pasó  el desmoronamiento de la columna de agua en el 
problema Dam Break para la distribución de velocidad en x . 
    
Dam Collapse 
El caso de Dam Collapse, al igual que en el caso de Dam Break se emplea la ecuación 
de estado (A.11), las ecuaciones de continuidad, y se redistribuye el estado inicial de la 
densidad con la ecuación (A.12). Donde el problema consiste de una columna con 
propiedades similares al agua de 25 x 25 m para 3000  partículas que se desmorona a 
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causa de la acción de la gravedad y choca contra un obstáculo a 50 m , de 2(5) mm
longitud con una inclinación de 45°, como se muestra en la Ilustración 8.   
La Ilustración 9 muestra el desmoronamiento pasó a pasó de la columna y la distribución 
de las presiones para un tiempo total de 3 s . Se nota un buen comportamiento de la 
interacción tanto de la columna de agua con las fronteras como el posterior choque con 
el obstáculo, además de que la distribuir de presión es acorde con lo esperado en este 
tipo de problemas [105], [137].     
 
Ilustración 8. Distribución inicial del problema de Dam Collapse.  
 
  
  
 
Ilustración 9. Muestra el desmoronamiento pasó a pasó de la columna de agua y la 
distribución de presiones (P) para el problema Dam Collapse. 
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ABSTRACT 
In this work it was implemented the numerical method of Smoothed Particle Hy-
drodynamics (SPH) to solve plastic deformation problems. The SPH is a meshfree 
particle method, based on a Lagrangian formulation; this is a computationally efficient 
method that provides precision and stable solutions to integral and differential equations. 
This formulation includes the continuum mechanics equations for solids, modified by the 
Johnson-Cook model to represent the plastic behavior of metallic materials. Benchmarks 
problems and experimental validation are provided. 
 
Keywords: Smoothed Particle Hydrodynamics; Plastic Deformation. 
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MODELADO MEFDEL PROCESO DE MAQUINADO Y USO DE 
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RESUMEN 
Se implementó un modelo que simula el proceso de maquinado ortogonal de metales por 
el método de elementos finitos (MEF). Para el desarrollo del modelo se utilizó el 
programa Ansys Flotran. El material de trabajo se simuló como un fluido de alta 
viscosidad que impacta un sólido cuya geometría es la de la arista de corte. A partir del 
modelo numérico, se realizó un diseño de experimentos factorial fraccionado usando el 
programa Minitab, donde las variables de entrada seleccionadas fueron: profundidad de 
corte, velocidad de corte, ángulo de desprendimiento, densidad y viscosidad del fluido. 
Las variables de salida consideradas fueron la velocidad de salida de la de viruta y la 
posición del punto de estancamiento en la formación de la viruta. Se realizaron dos 
metamodelos funcionales que representan la interacción entre las variables de entrada y 
de salida del modelo MEF. El primer metalmodelo se realizo por medio de una regresión 
lineal y el segundo por lógica difusa. Los experimentos con los dos metamodelos 
mostraron que dos de las variables de entrada (profundidad de corte y ángulo de 
desprendimiento), tienen la mayor influencia en las variables de salida elegidas: 
velocidad de la viruta y en la posición del punto de estancamiento. El metamodelo 
basado en lógica difusa presentó una mejor representación de la relación entre las 
variables de entrada y de salida. 
 
Palabras Clave: Diseño factorial de experimentos; Maquinado; Lógica difusa; 
Metamodelos; Metodo de Elementos finites. 
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RESUMEN 
En este trabajo se implementó un modelo numérico que simula el proceso de maquinado 
ortogonal de materiales metalicos por medio del método de elementos finitos (MEF). Para 
el desarrollo del modelo se utilizo el programa ANSYS FLOTRAN. El material de trabajo 
se simuló como un fluido de alta viscosidad que impacta un sólido con la geometría de la 
arista de corte. A partir del modelo numérico se realizó un diseño de experimentos 
factorial fraccionado usando el programa Minitab, donde las variables independientes 
seleccionadas fueron: profundidad de corte, velocidad de corte, ángulo de 
desprendimiento, densidad y viscosidad del fluido. Las variables dependientes 
consideradas fueron la velocidad de la de viruta y la posición del punto de estancamiento. 
Los experimentos con el modelo mostraron que las variables profundidad de corte y 
ángulo de desprendimiento tienen la mayor influencia en la velocidad de la viruta y en la 
posición del punto de estancamiento. 
 
Palabras Clave: Diseño factorial de experimentos, Metodo de elementos finitos, 
Maquinado Ortogonal. 
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APLICACIÓN DE METAMODELOS PARA EL ESTUDIO DE LA 
VARIABILIDAD EN SIMULACIONES DE INGENIERÍA 
 
Adel F. Sarmiento, Edgar A. Patiño, Diego A. Garzón-Alvarado, Oscar E. Piamba, José 
M. Arroyo  y Carlos J. Cortes. 
 
RESUMEN 
En este trabajo se investiga la implementación de metamodelos por regresión numérica y 
lógica difusa como herramientas para el estudio de la variabilidad en simulaciones de 
ingeniería. Se presentan dos simulaciones, una relacionada al uso del MEF para el 
modelado del proceso de maquinado ortogonal de metales y el segundo a la optimización 
de un modelo fenomenológico del sistema de recuperación de gases de escape de un 
motor Diesel. Para esto se implementa en cada simulación un diseño de experimentos 
factorial con el fin de encontrar las variables de entrada que presentan mayores efectos. 
En la simulación para recuperación de gases de escape las variables relación de 
comprensión y la mezcla del combustible presentaron mayores efectos en el modelo y el 
metamodelo por regresión cubica represento adecuadamente el modelo. En la simulación 
de corte ortogonal las variables geométricas mostraron mayores efectos en el modelo y 
el metamodelo por lógica difusa mostro la mejor representación del modelo.     
 
Palabras Clave: Diseño factorial de experimentos; Metamodelos; Simulación numérica. 
 
IMPLEMENTACIÓN DEL MÉTODO SMOOTHED PARTICLE 
HYDRODYNAMICS EN PROBLEMAS DE CFD 
 
Ricardo Reyes Sotomayor, Edgar A. Patiño Nariño, Daniel A. García Lozano y Diego A. 
Garzón-Alvarado 
 
RESUMEN 
En este trabajo se presenta una nueva aplicación para la solución de problemas que 
describen el comportamiento de un fluido sobre una geometría definida. Se emplean las 
ecuaciones de Navier-Stokes para describir el comportamiento de los modelos, 
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realizando la formulación y la discretización del problema por medio del método 
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), empleando el código SPHysics. El método 
SPH es un método de partículas libre de malla, basado en una formulación Lagrangiana. 
Se realizan dos ejemplos para comparar SPH con respecto al método de Volume of 
Fluids (VOF), usando el código OPENFOAM. El método SPH ofrece una eficiente 
solución a los problemas de contacto y superficies libres en los fluidos, simplificando la 
discretización e implementación en los problemas de fluidos sobre geometrías definidas. 
 
Palabras Clave: Smoothed Particle Hydrodynamics, dinámica de fluidos 
computacionales, métodos libres de malla, ecuaciones de Navier-Stokes.   
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Resumen :En este trabajo se implementó un modelo numérico que simula el proceso de 
maquinado ortogonal de materiales metalicos por medio del método de elementos finitos 
(MEF). Para el desarrollo del modelo se utilizo el programa Ansys Flotran. El material de 
trabajo se simuló como un fluido de alta viscosidad que impacta un sólido con la 
geometría de la arista de corte. A partir del modelo numérico se realizó un diseño de 
experimentos factorial fraccionado usando el programa Minitab, donde las variables 
independientes seleccionadas fueron: profundidad de corte, velocidad de corte, ángulo 
de desprendimiento, densidad y viscosidad del fluido. Las variables dependientes 
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consideradas fueron la velocidad de la de viruta y la posición del punto de estancamiento. 
Los experimentos con el modelo mostraron que las variables profundidad de corte y 
ángulo de desprendimiento tienen la mayor influencia en la velocidad de la viruta y en la 
posición del punto de estancamiento.  
 
Palabras claves: Diseño factorial de experimentos, Metodo de elementos finitos, 
Maquinado. 
 
Resumen de artículo presentado a la Revista de la Facultad de ingeniería de la 
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Modelado del proceso de maquinado mediante el MEF y el uso de 
metamodelos con lógica difusa y regresión lineal 
Edgar Andrés Patiño*, José Manuel Arroyo*, Diego Alexander Garzón-Alvarado*, Carlos 
Julio Cortes*. 
*Universidad Nacional de Colombia, Sede Bogotá. 
Resumen 
Se implementó un modelo que simula el proceso de maquinado ortogonal de metales por 
el método de elementos finitos (MEF). Para el desarrollo del modelo se utilizó el 
programa Ansys Flotran. El material de trabajo se simuló como un fluido de alta 
viscosidad que impacta un sólido cuya geometría es la de la arista de corte. A partir del 
modelo numérico, se realizó un diseño de experimentos factorial fraccionado usando el 
programa Minitab, donde las variables de entrada seleccionadas fueron: profundidad de 
corte, velocidad de corte, ángulo de desprendimiento, densidad y viscosidad del fluido. 
Las variables de salida consideradas fueron la velocidad de salida de la de viruta y la 
posición del punto de estancamiento en la formación de la viruta. Se realizaron dos 
metamodelos funcionales que representan la interacción entre las variables de entrada y 
de salida del modelo MEF. El primer metalmodelo se realizo por medio de una regresión 
lineal y el segundo por lógica difusa. Los experimentos con los dos metamodelos 
mostraron que dos de las variables de entrada (profundidad de corte y ángulo de 
desprendimiento), tienen la mayor influencia en las variables de salida elegidas: 
velocidad de la viruta y en la posición del punto de estancamiento. El metamodelo 
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basado en lógica difusa presentó una mejor representación de la relación entre las 
variables de entrada y de salida. 
 
Palabras claves: Diseño factorial de experimentos; Maquinado; Lógica difusa; 
Metamodelos; Metodo de Elementos finitos. 
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